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11 VETORES 


Este capítulo tem por finalidade precípua revisar resumidamente a noção de vetor no 
R: e no R? e suas propriedades, as quais já devem ser do conhecimento do leitor”. 


Sabe-se que os vetores do plano ou do espaço são representados por segmentos orientados. 
Todos os segmentos orientados que têm a mesma direção, o mesmo sentido e o mesmo com- 
primento são representantes de um mesmo vetor. Por exemplo, no paralelogramo da Figura 1.1a, 
os segmentos orientados AB e CD determinam o mesmo vetor v, e escreve-se 


=>» 
у= AB - CD 


Figura 1. з 


1 Q assunto pode ser visto em detalhes no livro Geometria Analítica, dos autores desta Algebra Linear, 
Editora McGraw-Hill. 


2 Álgebra linear 


Quando escrevemos v= АВ, ‚ estamos afirmando que о vetor é determinado pelo segmento 
orientado AB de origem A e extremidade B. Porém, qualquer outro segmento de mesmo com- 
primento, mesma direção e mesmo sentido de AB representa também o mesmo vetor v. Assim 
sendo, cada ponto do espaço pode ser considerado como origem de um segmento orientado que 
é representante do vetor v. 


O comprimento ou o módulo, a direção e o sentido de um vetor v é o módulo, a direção 
e o sentido de qualquer um de seus representantes. Indica-se o módulo de v por | v|. 


Qualquer ponto do espaço é representante do vetor zero (ou vetor nulo), que é indicado 


por O. 
A cada vetor não-nulo v corresponde um vetor oposto -v, que tem o mesmo módulo, 


a mesma direção, porém sentido contrário ao de v (Figura 1.1b). 


Figura 1.16 


1, 


Dois vetores u e v são colineares se tiverem a mesma direção. Em outras palavras: u e v 
são colineares se tiverem representantes AB e CD pertencentes a uma mesma reta ou a retas 
paralelas (Figura 1.10). 


Um vetor v é unitário se |v] 


Figura 1.1c 


Se os vetores não-nulos u, v e w (o número de vetores não importa) possuem represen- 
tantes AB, CD e EF pertencentes a um mesmo plano 7 (Figura 1.1d), diz-se que eles são 
coplanares. 
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Figura L.id 


1.2 OPERAÇÕES COM VETORES 


1.2.1  Adicáo de Vetores 


Sejam os vetores u e v representados pelos segmentos orientados АВ e BC, respectiva- 
mente (Figura 1.2a). 


A utv 


Figura 1.2a 
y — 
Ospontos A e C determinam o vetor soma AC = u t v. 


1.2.1.1 Propriedades da adição 


T) Associativa: (и + v) + w = u + (v + w). 
П) Comutativa:u + v^ v + u, 
III) Existe um só vetor nulo O tal que, para todo vetor v, se tem: 


v+0=0+v=v 
IV) Qualquer que seja o vetor v, existe um só vetor -v (vetor oposto de v) tal que: 


vt()o et v-0 
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Observações 


1) À diferença de dois vetores u e v quaisquer é o vetor u + (-v). Sejam os vetores u e v 
representados pelos segmentos orientados AB e AC, respectivamente. Construído o paralelogramo 
ABCD (Figura 1.2b), verifica-se que a soma u * v é representada pelo segmento orientado AD 
(uma das diagonais) e que a diferença u - v é representada pelo segmento orientado CB (a outra 


diagonal). 


Figura 1.2b 


2) Quando os vetores u e v estão aplicados no mesmo ponto, verifica-se que: 


a) asoma u +y (ou v +u) tem origem no referido ponto; 


b) a diferença u - v tem origem na extremidade de v (e, por conseguinte, a diferença v - u 
tem origem na extremidade de u). 
1.2.2 Multiplicação de um Número Real por um Vetor 


Dado um vetor v 50 е um número real k+0, chama-se produto do número real К 
pelo vetor y ovetor р = kv, tal que: 


a) módulo: [p|= |kvi = | kI| vl ; 
b) direção: a mesma de v; 
c) sentido: o mesmo de v se k > 0; e contrário ao de v se k < 0. 


A Figura 1.2.2 mostra O vetor v e os correspondentes 2v e -3v. 


Observações: 


1) Se k=0 ou v=0, ovetor kv é o vetor 0; 
2) Se k - -1, o vetor (-1)v é o oposto de v, isto é, (-1) v = -v. 
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ar -3v 


Figura 1.2.2 


1.2.2.1 Propriedades da Multiplicação por um Número Real 


Se u e y são vetores quaisquer e a e b números reais, temos: 


1) а(®и) = (abu 
ID (a + b) и = au + bu 
Ш) а(и + v) = ап tav 


IV)lu=u 


1.3 VETORES NO R? 
O conjunto 
R'=Rx К ((.y)/x,y € R} 


é interpretado geometricamente como sendo o plano cartesiano xOy. 
Qualquer vetor AB considerado neste plano tem sempre um representante (segmento 
orientado OP) cuja origem é a origem do sistema (Figura 1 За). 


Em nosso estudo consideraremos geralmente vetores representados por segmentos orien- 
tados com origem ra crigem do sistema. Nessas condições, cada vetor do plano é determinado 
pelo ponto extremo do segmento. Assim, o ponto P(x,y) individualiza o vetor v= OP (Figura 
1.35) e escreve-se: 


у= (х,у) 


identificando.se as coordenadas de Р com as componentes de v. 
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Figura 1.34 


Figura 1.3b 


A origem do sistema O(0, 0) representa o vetor nulo. 
O vetor oposto de v = (x, y) é o vetor -v = (=x, -y). 


1.4 IGUALDADE E OPERAÇÕES 


1.4.1 Igualdade 


Dois vetores u= (xi, yi) e v=(x,, ya) são iguais se, e somente se, Xi =X 2 Y17 yo, 
escreve-se u = v. 


Vetores T 


Exemplos: 

1) Os vetores u= (3, 5) e v 7 (3, 5) são iguais. 

2) Se o vetor uz (x * 1,4) é igual ao vetor v = (5, 2y - 6), de acordo com a definição de igual- 
dade de vetores, x 4175 e 2y-6-4 ou x-4 e у=5. Assim,se u=v, então x-4 
ey=5. 

14.2 Operações 


Sejamos vetores u= (x1, yi) e у= (хз, у) € a € R. Define-se: 


а) utv=(x +X2 yi t yo) 


b) au = (ax, avi) 


Portanto, para somar dois vetores, somam-se suas componentes correspondentes e, para 
multiplicar um vetor por um número, multiplica-se cada componente do vetor por este número. 


Por exemplo, se u=(4,1) e v=(2,6), a Figura 1.4.2a mostra que: 
u+v=(4,1)+(2,6)=(4+2,1+6)=(6,7) 
ea Figura 1.4.2b mostra que: 


2u- 264, D= (29,20) -(8.2) 


Figura 1.4.2b 
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1.5 VETOR DEFINIDO POR DOIS PONTOS 


Ocorre, às vezes, o caso de um vetor ser representado por um segmento orientado que não 
parte da origem do sistema. Consideremos o vetor АВ de origem no ponto A(x; , yi ) e extremi- 
dade B(xz,y2) (Figura 1.5). 


Figura 1.5 


De acordo com o que foi visto no item 1.2.1.1 — (Observação 2), o vetor ABéa diferença 
entre os vetores OB e OA: 


AB=0B-OA 
e, portanto: 
AB = 95, Y2) - Ga Yi) 
ou: 


AB = (xa -X1, Y2 =i) 


isto é, as componentes do vetor AE são obtidas pela diferença entre as coordenadas da extremi- 
dade B cas da origem A. 


Por exemplo, se A(-1,3) e B(2,-2), o vetor AB será: 


AB=B-A=(2,-2)-(-1,3)=(3,-5) 
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1.6 PRODUTO ESCALAR 


16.1 Definição 


Chama-se produto escalar (ou produto interno usual) de dois vetores u- (xi, y1) € 
V7 (X4, y4), e se representa por u . v, ao número real: 


Wv*xbxtyryo 


O produto escalar de u por v também é indicado por <u,v> e se lé “u escalar v". 
Por exemplo, se u=(2,3) e v=(4,-1), tem-se: 


uv=2(4)+3(-1)=8-3=5 


1.6.2 Módulo de um Vetor 
Módulo de um vetor у = (х, у), representado por |vl, é o número real não-negativo: 
Ivl= v.v 


ou, em coordenadas: 
l= Убу) .G,y) 
ou, ainda: 
mes Ул +y 
Por exemplo, se v = (3, -4), então; 
Ivo М3 +04) = /9+16 = 4/25 = 5 
A partir de cada vetor v #0 é possível obter um vetor unitário u fazendo u = igi 
Por exemplo, é unitário o vetor: 


GA Q-9 (6-4) EMA 3 4 


CAVAS VOO VD. 5 5059 


Observação: Dado um vetor AB com extremidades nos pontos A(xi, y) e В(х2,уз), о 
módulo desse vetor será: 


A e ré 
lAB|= Y Qu - x) t (yz = Yi) 


Assinale-se que a distância entre os pontos A е B é calculada pela mesma fórmula. 
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1.6.3  Propriedades do Produto Escalar 
Dados os vetores u, ve w quaisquere k € IR, tem-se: 


Du.u>0 e u.u=0 se, e somente se, u=0=(0,0) 
I) u.v7 v.u (comutativa) 
IH) v.(v+w)=u.v+u.w (distributiva em relação à adição de vetores) 
ТУ) (mu). v= m(u. v) =ч. (mv) 
V)u.v-luf? 


Observagóes: Como conseqüéncia das propriedades do produto escalar, vem: 
1) [utv]? = и £2u.v жу? 
Com efeito 


Ju*vi? = (и + у) .(и+у) = u.Cut v) + у. (и + v) 
\п+у| =ци.и+и,у+у,и+У.ү 


lus vi? = jui? *2u. vt vi? 
2) De modo análogo, mostra-se que: 


Iu- vi? = Jui? -2u. v [и 


1.7 ÂNGULO DE DOIS VETORES 


O ângulo de dois vetores и = OA e у= OB, não-nulos (Figura 1.7a), é o ángulo 6 for- 
mado pelas semi-retas OA e OB (Figura 1.7b) e tal que 0 < 0 < z. 


Figura 1.72 Figura 1.7b 
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1.7.1 Cálculo do Ângulo de Dois Vetores 


Sejam os vetores uX%0 e у #0. O ângulo 8 formado por u e v pode ser calculado 
pela fórmula: 


uy 


cos 0 


lullvi 


Figura 1.7.1 


Com efeito, aplicando a lei dos co-senos ao triângulo ABC da Figura 1.7.1, vem: 


lul? * [vl -2]ul|vicosd а) 


lu- 
Mas, de acordo com o item 1.6.3 (Observação 2), pode-se escrever: 
ju - vj? = (ul? -2u.v+]v]? 0) 
Comparando as igualdades (2) e (1): 
lul? -2u.v+ jv]? 2 uf? + ру] - 21ul [vi сов 
logo: 


u.v=lu||vl cos 0 


в= =" 334 
ШАШ! | ) 


Uma vez calculado o cos 8, о ângulo 8 é encontrado numa tabela de co-senos. 
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Por exemplo, se u=(-2,-2) e v=(0,-2), o ángulo 0 pode ser calculado por intermédio 
da Fórmula (1.7.1): 


cos 8 = (2, -2) (0,72) 
ТГ Ta “JE -2y *(2y x Jo + (27 
cos ĝ = шы аа; 


4 
уа х SOFA ` 2/2x2 


8= arc cos 


0 = 45° 


1.8 PARALELISMO E ORTOGONALIDADE DE DOIS VETORES 


a) Se dois vetores u= (x1, yi) e у= Qo, уг) são paralelos (ou colineares), existe um número k 
tal que: 


u-kv 
ou: 
Qu, yi) = К(х›, уз) 


о que implica: 


MH.) k 
Xa Ya 


isto é, dois vetores u e v são paralelos quando suas componentes são proporcionais. Representa- 
se por u//v dois vetores u e v paralelos. 


Por exemplo, os vetores u=(-2,3) e v=(-4, 6) são paralelos, pois: 


ou seja: 
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b) Se dois vetores u *(x,, yi) е у= (x, у) são ortogonais, o ângulo 8 por eles formado é 
de 90º, e, portanto, cos - cos 90” — 0, o que implica, pela Fórmula (1.7.1): 


uv=0 
ou: 
хах +y1Y2 = Ü 


isto é, dois vetores u e v são ortogonais quando o produto escalar deles é nulo. Representa-se 
por u lv dois vetores u e v ortogonais. 


Por exemplo, os vetores u = (2, 3) e v=(-3, 2) são ortogonais, pois: 


u.v22(-3)*3(27-6*670 


1.9 VETORES NO R? 
O conjunto 
R'-Rx Rx R=((x,y,7)/x,y,2€ R} 


é interpretado geometricamente como sendo o espaço cartesiano tridimensional Oxyz. 


Da mesma forma como fizemos para o plano, consideraremos geralmente vetores repre- 
sentados por segmentos orientados com a origem na origem do sistema. Nessas condições, cada 
vetor do espaço é determinado pelo ponto extremo do segmento. Assim, o ponto P (x, y, z) 
individualiza o vetor v = OP (Figura 1 9) e escreve-se: 


v=(x,y,2) 


identificando-se as coordenadas de P com as componentes de v. 
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A origem do sistema 0(0,0,0) representa o vetor nulo. 


O vetor oposto de у= (х, y, г) é o vetor -v=(-x, -y, -2), 


De forma análoga à que tivemos no pláno, teremos no espaço: 


I) Dois vetores у = (x1, y1, zi) e v 7 (X;, ya, 72) são iguais se, e somente se, x, = Xz, 
Yay» е 20502). 


ID Dados os vetores u= (Xy, y1, 21) € v = (X2, yx, 22) € a € IR, define-se: 
utvcQu ха, ур Жуз, zi +22) 


ап = (axi, ayı , 821) 


HD Se A(x, yi, zi) е B(x,,y2,2,) são dois pontos quaisquer no espaço, então: 


LE 
АВ = (x; - Xi, Y2 =Y1, 20-21) 


IV) O produto escalar dos vetores u = Qu. у, 2) е у= Qo, Yz, 22) € o número real: 


u.v=xixX; fy) +702, 


V) O módulo do vetor v = (x, у, z) é dado por: 
|vi= xt ty +22 


МТ) se u e v são vetores não-nulos e 9 é o ángulo formado por eles, então: 


uv 
dul lvl 


VID Para u=(%1,y1,21) € v=(%, ya, zi), tem-se: 


x 
a) u//v se, e somente se, NL = Y1 = 01, 
X) Уз Za 


zı 


b} и іу se, e somente se, x x; + y yz t Z 2, = 0. 


CAPÍTULO 


ESPAÇOS 
VETORIAIS 


2.1 INTRODUÇÃO 
Sabe-se que o conjunto: 
R-(y/xyeR) 


é interpretado geometricamente como sendo o plano cartesiano. Um par (x,y) pode ser 
encarado como um ponto (Figura 2.1a) e, nesse caso, x e у são coordenadas, ou pode ser 
encarado como um vetor (Figura 2.1b) e, nesse caso, x e y são componentes (ou coordenadas). 


Essa mesma idéia, em relação ao plano, estende-se para o espaço tridimensional que é a 
interpretação geométrica do conjunto IRº. Embora se perca a visão geométrica de espaços com 
dimensão acima de 3, é possível estender essa idéia a espaços como IR^, IR^, .., Л. Assim, 


Figura 2. 1a Figura 2.1b 
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quádruplas de números (х;, хз, Xa, Xa) podem ser vistas como pontos ou vetores no espaço 
IR* de quarta dimensão. A quintupla (2,-1,3,5,4) será interpretada como um ponto ou 
um vetor no espaço IRÉ de dimensão cinco. Então, o espaço de dimensão n (ou espaço 


n-dimensional) será constituído pelo conjunto de todas as n-uplas ordenadas c representado 
por IR", isto é: 
IR? = { (x1, X2, хае R) 
A maneira de se trabalhar nesses espaços é idêntica àquela vista em IR? eem Rº, 


Por exemplo, se: 


US (Ap ха, Xn) е v7 i Yo ss Yn) 


são vetores no IR" e а um escalar, define-se: 

a) u= se, esomente se, X, = уџ, X2 = Y2, Xa = уц. 
b) utv-Qu t Yi Xi $ Ya, <> Xa Уд) 

с) eu = (ax, 0X2, ..., a X4). 

d) u.v = ху f Xaya +... Хур. 


Desde já é bom observar que o vetor u = (x1, X2, ..., Xp) aparecerá, às vezes, com a notação 
matricial (matriz-coluna n x 1): 


e lula Vu. 


e é fácil ver que ut v e au na notação matricial são os vetores: 


u+v= а = 
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Xi OX; 

xa ах: 
аџр=а|. | = 

x. ах, 


Vamos agora transmitir uma idéia nova. Para tanto, consideremos dois conjuntos: о R’ e 


o conjunto das matrizes reais de ordem т x n, representado por M (m, п). Como nesses 
conjuntos estão definidas as operações de adição e multiplicação por escalar, constata-se a exis- 
tência de uma série de propriedades comuns a seguir enumeradas. 


Se u,v,w € IR, se a, 8 € IR ese A, B. C € M (m, n), podemos verificar que: 


a) Em relação à adição valem as propriedades: 


p 


2 


3) 


(u+v)+w=u+(v+w) e 

(A+B)+C=A+(B+C) (associatividade da adição) 
uty=vtu e 

A+B=B+A (comutatividade da adição) 
Existe um só elemento em IR^ e um só em M(m, n) 

indicado por O e tal que: 

u+0=u e 

А+0=А (existência do elemento neutro) 


O elemento O, nesse caso, será o vetor 0=(0,0,...,0) € ІК", na primeira igualdade, e 
a matriz nula: 


fo o 0 
0 0 0 

QV PORRA dist er € М(т, п) 
0 0 0 


na segunda igualdade. 
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4) Para cada vetor u € IR? e para cada matriz A € M (m, n) existe um só vetor -u € IR? 
e uma só matriz -A € M (m, n) tais que 


u+(-u)=0 e 
A+(-A) = 0 (existéncia do elemento simétrico) 


Por exemplo, se tivermos U=(X,,Xz, ..., Xp) então o vetor simétrico é 
-u = (25, -X2, ...‚ -X4), €, caso semelhante, para a matriz A e sua correspondente simétrica - A. 


b) Ern relação à multiplicação por escalar valem as propriedades: 


1) (а) u=a (Bu) e 
(08) A7 a (BA) 


2)@+@ у =ои+йби e 
(a+B)A=GA+BA 


3a(u+v)=autav e 
а (А +В)= аА +аВ 


Conforme acabamos de ver, os conjuntos IRP e M (т, п), munidos desse par de operações, 
apresentam uma “estrutura” comum em relação a essas operações. Esse fato não só vale para 


esses dois conjuntos com essas operações mas para muitos outros, razão porque vamos estudá-los 
simultaneamente, Esses conjuntos serão chamados espaços vetoriais. 


2.2 ESPAÇOS VETORIAIS 


Seja um conjunto V, não-vazio, sobre о qual estão definidas as operações adição e multi- 
plicação por escalar, isto é: 


Yu, vE V,utve V 
МЄ R, Vu€ V, ou€ V 


O conjunto V com essas duas operações é chamado espaço vetorial real (ou espaço vetorial 
sobre IR) se forem verificados os seguintes axiomas: 
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A) Em relação à adição: 
Ai) (ut) twout(vtw), VuvweV 
Àj) utv=v+u, Vu ve V 
Aj) 80€ V, Vu € V, ut0=u 


As) Vu€ V, H(-u)& V, u+(-u)=0 


M) Ет relação à multiplicação por escalar: 
Mi) (af) uc (Bu) 
Mi) (at) us au t fu 
Mi) a(u+v)=aut+av 
Mj) lu=u 


para Vu, v€ V е Уа, ВЕ R. 


Observacóes 


1) Os elementos do espaço vetorial V serão chamados verores, independentemente de sua 
natureza. Pode parecer estranho, e à primeira vista não deixa de ser, o fato de se chamar de 
vetores os polinômios (quando V for constituído de polinômios), as matrizes (quando V for 
constituído por matrizes) os números (quando V for um conjunto numérico), e assim por diante. 
A justificativa está no fato de as operações de adição e multiplicação por escalar realizadas com esses 
elementos de natureza tão distinta se comportarem de forma idêntica, como se estivéssemos 
trabalhando com os próprios vetores do R^ ou do Rº. Assim, a familiaridade que temos com 
os vetores do R? e do IR? terá continuidade nesses conjuntos, chamando seus elementos também 
de vetores. I 


2) Se na definição acima tivéssemos tomado para escalares o conjunto C dos números 
complexos, V seria um espaço veroria! complexo. Daqui por diante, salvo referência expressa 
em contrário, serão considerados somente espaços vetoriais reais. Assim, quando se disser que V 
é um espaço vetorial, deve ficar subentendido que V é um espaço vetorial sobre o conjunto IR, 
dos números reais. 
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Exemplos 


1) O conjunto V = IR? = ((x, y)/x, y € IR} é um espaço vetorial com as operações de 
adição e multiplicação por um número real assim definidas: 


(ку, Y) t Gu уз) = Ca +x2, yi + ys) 
a(x, у) = (ax, ay) 


Essas são as operações usuais de adição e multiplicação por escalar. 


Para verificarmos os oito axiomas de espaço vetorial, consideremos u 7 (xv, yi), v7 (x3. Y2) 
e w=(x3, ya). Tem-se: 


Aj) (ut у) += (у, yi) + Gs ya) + (хз, ya) 
(ч + у) += (Оц +x2, yi t y2)) t (хз, уз) 
(u+ Y) ж+ж (х, +x2)+ ха, (Y1 + Y2)+Y3) 
(ижи) = (ху +(x + хз), yi ta t Y) 
(utv) +з = (ху, yi t Qu tx» Y2 * ys) 
(ut )* w= (ху, ya) + (Go, Уг) t Ga. ys) 
(utvtwesut(vtw) 

Аз) utv-7Qu. yi) * Qu. ya) 
utv-(x,tx,,yi t ya) 
utv=(x + ху, уз * Yi) 
utv=(x, уг) + Guy) 


u+v=v+u 

Аз) 30-(0,0)€ I, Vue 12, u*07 (x, yi) + (0,0) 
u+0=(x, +0, y, +0) 
u+0=(%,y1) 
u+0=u 

Аз) Vu=(M, yi) € R°, Я(-0) = (xy, -y1) € IR, 
u+(-v) = (х1, у) +(-xi,-y) 
шж (50) = (xi - ха, Yi - Yi) 
u+(-u) = (0, 0) = 0 
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Mi) (a) u= (ep) (x1, y 7 (а) ха, (a9 y1) = (х), o (By) 
(08) uc а(х, Ву) = a (B(X1,Y1)) 
(a) u= a (8u) 
M;) (a+B)u=(a+8)(x1,Y1)= ((e+0)xi,(@+B)yi) = (ах, + PX, ay, +By1) 
(a+Bju=(am, ауу) + (x; Ву) = eG y1) +80, у!) 
(о + f)u=au+ Ви 
Ma) ои tv) = allku yi) +06, у2) = «(ху t ха, yi t ya) = (efx * xa), ai +y2)) 
a(u+v) = (ax, + axo, ay, + ауз) = (ax, ау) + (ахо, ауз) 
alu +у)=о(ху,у,) talx, y) =u tav 
Ma) lu* 1Qu, yi) = (Xp dy) 7 G8. Y) 
lu 


u 


2) Os conjuntos R°, R^, ., R^ são espaços vetoriais com as operações de adição е 
multiplicação por escalar usuais. Depois de verificados os oito axiomas de espaço vetorial para 
o R?, os mesmos ficam também evidentes nos conjuntos acima citados. 


3) O conjunto IR em relação às operações usuais de adição e multiplicação por escalar. Os 
vetores, nesse caso, são números reais, e sabe-se que a adição de números reais verifica as proprie- 
dades A,,A2,A3 е As da definição de espaço vetorial. Assim, também, o produto de reais é um 
número real, e a operação multiplicação satisfaz os axiomas M, , Ma, Мз e Ma. 


4) O conjunto M(m,n) das matrizes m x n com as operações adição e multiplicação por 
escalar usuais. 


Em particular, o conjunto Mín, n) das matrizes quadradas, de ordem n, é um espaço 
vetorial relativamente às mesmas operações. 


5) O conjunto 


=(aptajxtax +. ta xa € RJ 


dos polinômios com coeficientes reais de grau <n, mais o polinômio nulo, em relação às 
operações usuais de adição de polinômios e multiplicação por escalar. 


Em particular, o conjunto 
Р, = {ао+ах+азх?; a € R} 


é um espaço vetorial relativamente às mesmas operações. 
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6) O conjunto 
у= (f: R— R} 

das funções reais definidas em toda reta, Se f, g€ V e a € R, define-se: 
ftg: R— R 


xr (f+ g) (х) = fo) + g(x) 


af: IR— IR 
x— (ef) (x) = af (x) 
7) O conjunto 
V=((x,x))xe R} 
com as operações definidas por: 


DO (а, К) = (ху +, (ку +x) 
а © (х, х?) = (ах, ах?) 


é um espaço vetorial sobre R. 


Os símbolos () e (7) são utilizados para indicar que a adição c a multiplicação por escalar 
não são as usuais. 


8) O conjunto 
V= 16, уух, y20j 

é um espaço vetorial com as operações adição e multiplicação por escalar definidas assim: 
(ху, уз) СӨ (ка, y = Ga х X у х у) 


«O (xy) = 0% уб) 
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O trabalho de testar os oito axiomas de espaço vetorial é um ótimo exercício para o 
leitor, o qual observará, por exemplo, que o elemento neutro da adição © (axioma A3) é o 
vetor (1,1) e que o elemento simétrico (axioma Ад) de cada vetor (х,у) Є V é o vetor 


1 l1 
DEM. 
9) Seja o conjunto: 
Rº=((a babe R} 


Vamos mostrar que o conjunto R? não é um espaço vetorial em relação às operações 
assim definidas: 


(a, Б) + (с, d)-(ate b* d) 
k (a, b) = (ka, b) 


Ora, como a adição aqui definida é a usual, verificam-se os axiomas Ay, Аз, Аз e Aq de 


espaço vetorial, conforme vimos no exemplo 1. Logo, devem falhar algum ou alguns dos axiomas 
relativos à multiplicação. Vamos testá-los. 


Consideremos: 


u=(xo yi, у= (х,у) е a Be R 


Temos, então: 


Mi). (08) u= (08) (x1, y1) = (08) ху, Y1) = (а (8x1), yi) = e (xi y1) 
(08) u =a (8G y1) = a (Bu) 


(Este axioma se verifica.) 


Mo) (@ +p) u= (a +8) (x1, у1) = (tx yi) (ai t xi. yi) 
autfu=a(x,y1)+B(xi, yi) = (ах, Yi) t i ys) = (аху t xi, 2y1) 


Como se vé: 
(а +) usau* Ви 


e. portanto, não se verifica o axioma M5, o que comprova ndo ser um espaço vetorial o conjunto 
de que trata esse exemplo. 
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23 PROPRIEDADES DOS ESPAÇOS VETORIAIS 
Da definição de espaço vetorial V decorrem as seguintes propriedades: 
I) Existe um único vetor nulo em V (elemento neutro da adição). 
П) Cada vetor u € V admite apenas um simétrico (-u)€ V. 
Ш) Para quaisquer u,v,w € V,se u + w = v + w, então u = v. 
IV) Qualquer que seja v€ V, tem-se: 
4-0) =% 
isto é, o oposto de -v é v. 
V) Quaisquer que sejam u, v€ V, existe um e somente um x € V tal que: 
utx-v 


Esse vetor x será representado por: 


VI) Qualquer que seja v€ V, tem-se: 
0v=0 
Naturalmente, o primeiro zero é o número real zero, e o segundo é o vetor 0 € V. 
VII) Qualquer que seja AE IR, tem-se: 
10-0 
VIII) Av=0 implica A=0 ou v=0, 
IX) Qualquer que seja v € V, tem-se: 


EDv=- 
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X) Quaisquer que sejam v € V e AE R, tem-se: 


CN v= AC) =-(Av) 
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Sejam V um espaço vetorial e S um subconjunto não-vazio de V. O subconjunto S é 
um subespaço vetorial de V se S é um espaço vetorial em relação à adição e à multiplicação 
por escalar definidas em V. 

Para mostrar que um subconjunto S é um subespaço vetorial de V, deveríamos testar 
os oito axiomas de espaço vetorial relativos à adição e à multiplicação por escalar. No entanto, 
como S é parte de V, que já se sabe ser um espaço vetorial, não há necessidade da verificação 
de certos axiomas em S. Por exemplo, o axioma A; diz que u+v=v+u, Vu, vE V. Ora, se 
a comutatividade da adição é válida para todos os vetores de V, ela valerá, consequentemente, 
para todos os vetores de S. Existem outros axiomas de espaço vetorial merecedores de comen- 
tário idêntico. O teorema seguinte estabelece as condições para que um subconjunto S de um 
espaço vetorial V seja um subespaço vetorial de V. 


2.4.1 Teorema 


Um subconjunto $, mdo-vazio, de um espaço vetorial V é um subespaço vetorial de V se 
estiverem satisfeitas as condições: 


I) Para quaisquer u, v€ S, temse: 
u+ves 
1I) Para quaisquer a € IR, UE S, tem-se: 


que S 


Vamos mostrar que sendo válidas essas duas condições em S, os oito axiomas de espaço 
vetorial também se verificam em S. 


De fato: 


Seja u um vetor qualquer de S. Pela condição H, eu € S para todo e€ R. Fazendo 
«=0, vem QuE S, ou seja, ОЄ S (axioma Аз). Fazendo а= - 1, segue {-l)u=-u€ S 
(axioma Ag) 
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Os demais axiomas A1, Az, Mı, M;, Мз e Ma de espaço vetorial são verificados em 5 pelo 
fato de ser S um subconjunto não-vazio de V. 


Observação 


Todo espaço vetorial V admite pelo menos dois subespaços: o conjunto {0}, chamado 
subespaço zero ou subespaço nulo, e o próprio espaço vetorial V. Esses dois são os subespaços 
triviais de V. Os demais subespaços são denominados subespaços próprios de V. 

Por exemplo, os subespaços triviais de V=IR? são ((0,0,0)) (verificar as condições 
Те П do teorema 24.1) e o próprio R°. Os subespaços próprios do В? são as retas e os planos 
que passam pela origem. 

Para V = R2, os subespaços triviais são: ((0,0)) e R°, enquanto os subespaços próprios 
são as retas que passam pela origem. 


Exemplos 


1) Sejam V=Rº e S-((x, y) € R'/y 2x) ou S=((x,2x);x € R}, isto é, Sé o 
conjunto dos vetores do plano que tém a segunda componente igual ao dobro da primeira. 
Evidentemente, S = ф, pois (0, 0) € S. 
Verifiquemos as condições 1 e II. 


Para u=(X,,2x,)€ S e v=(x2,2x2)€ S, tem-se: 


Dutv=(x tx4,2x: + 2х,)= (х, +x2,2(X1 +х,)) € S, pois a segunda componente 
de u+v é igual ao dobro da primeira. 


I) «u-&(x;,2x,) = (0х1, 2(0х,)) € S, pois a segunda componente de au é igual ao 
dobro da primeira. 


Portanto, S é um subespaço vetorial de R?, 


Esse subespaço S representa geometricamente uma reta que passa pela origem 
(Figura 2.4.18), 

Observemos que ao tomarmos dois vetores u e v da reta, o vetor soma u+ v ainda 
€ da reta. E se multiplicarmos um vetor u da reta por um número real œ, o vetor œu ainda 
estará na reta. 
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«Y 


Figura 2.4.1a 


O mesmo não ocorre quando a reta não passa pela origem. Por exemplo, a reta: 
S= ((x,4-2x); x€ R) 


não é um subespaço vetorial do IR?. Se escolhermos os vetores u=(1,2) e v=(2,0) de 
S, temos u+vy=(3,2)% S (Figura 2.4.1b). 


Figura 2.4.1b 
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Observemos ainda que wu € S, para a + 1. 


Os exemplos destas duas últimas retas sugerem, para qualquer subconjunto S deum 
espaço vetorial V, que: sempre que 0 € S, S não é subespaço de V. Aliás, esse fato é 
sempre útil para detectar, muitas vezes de imediato, que um subconjunto S não é subespaço 
vetorial. No entanto, não nos enganemos pensando que, se 0 ES, S é subespaço. pois 
podemos ter 0 € Š sem que S seja subespaço. É o caso do subconjunto 


S= [(x31x1) xe RICR? 


Observemos que (0,0) € S e que, se tomarmos os vetores u= (3,3) e х= (-2, 2) 
de S, teremos u t у= (1,5) € S (Figura 2.4 1c). 


Figura 2.4.1c 


Observemos ainda que au S, a <0. 


Observação 


Nos exemplos trabalharemos somente com conjuntos não-vazios, ficando dispensada a 


necessidade de mostrar que o conjunto é não-vazio. 


p- 


) 


Sejam V = R? e 


S= ((x,y,2)/ € IR fax + by +cz = 0) 
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Nesse caso: 


u=(x1,y1,21)€ S implica ax, + by, + cz, = Ü 


v=(xz, Ya, 22) € S implica ax; + by; + cz, = 0 
I) Somando essas igualdades, resulta: 
а(ху + хо) + b(y; tyi) + с(21 +22) 70 
e essa igualdade mostra que: 
utv^(xi + Xa, Yi f yz, 2 +22)€ S 
pois as coordenadas de u * v satisfazem a equação 


ax tby +cz=0 


T 


Por outro lado, 

au = (axi, ayi, a2,)€ S 

pois, se: 

ax, *by, t cz) = 0, 

entáo: 

a(ax, + by; + са) = a0 

ou: 

a(oxi) + b(ay1) * c(22,) = 0 

o que vem mostrar que as coordenadas de au satisfazem a equação ax + by + cz = 0. 


Logo, S é um subespaço vetorial de R?. Esse subespago S representa um plano 
qualquer passando pela origem no IR. ^ 
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3) Sejam V = R° 


S= ((x,y,2,0), x,y,2€ R} 


isto é, S é o conjunto dos vetores de R^ que têm a quarta componente nula. 
Verifiquemos as condições 1e II de subespaço. 
Para u = (xi, y5,7,,0) € S e у= (хз, y2,22,0)€ S, tem-se: 


1) u+v=(x, +x2,Y1 ty, 2) t22,0)E S, pois a quarta componente de u+v é nula. 


Ш) ац = (ах, ay1, 0z,,0) € S, pois a quarta componente de au é nula. 


Logo, S é um subespaço vetorial de IR. 


4) Sejam 

a b 

V2MQ,2- ; a,b,c, d€ R 
с d 

e 
a b 

S= ; a bE R 

0 0 


isto é, S é o conjunto das matrizes quadradas, de ordem 2, cujos elementos da segunda linha 
são nulos. 


Para quaisquer 


у= є$еаєк 
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tem-se; 
Dutves 
I) ques 


Logo, S é um subespaço vetorial de M(2, 2). 


Observação 

É interessante observar que se tivéssemos considerado V = Re 
S= ((a,b,0,0);1,b€ R}, 
o raciocínio seria idéntico ao que foi feito para as matrizes acima. 

5) Sejam V = Mín, л), B uma matriz fixa de V е 


S-(A€ Mín, п)/АВ = 0) 


isto €, S é о conjunto das matrizes que, multiplicadas à esquerda por В, têm como resultado 


a matriz nula. 
Então: 
А, Є S implica AB=0 
А, € S implica A¿B=0 


Т) Somando essas igualdades, vem: 


AB+AB=0 
ou: 

(At A)B=0 
e, portanto: 


AtAES 
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II) Multiplicando por « real a primeira igualdade, vem: 


а(А, В) = a0 
ou: 

(«А,)В=0 
e, portanto: 

аА; € S. 


Logo, S é um subespaço vetorial de M (2, 2). 
6) Sejam V = M(3, 1) e 
S o conjunto-soluçšo de um sistema linear homogëneo a trës variáveis, 


Consideremos o sistema homogëneo 


3x+4y-2z= 0 
2x+ y- z=0 
x- y+3z=0 


Fazendo: 


> 
" 
— om 
1 

0 
DES 
ES 
" 
Nox 
o 
o 
" 
oco 


O sistema, em notação matricial, será dado por AX=0, sendo X elemento do conjunto- 


solução S. 
Se 
Xi х2 
u=X = | yi e == |у 
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são soluções do sistema, então: 
AX, =0 е AX, =0 


I) Somando essas igualdades, vem: 


AX, + АХ, = 0 
ou: 

A(X; + X,)=0 
o que implica 

X,*X;€ S 


isto é, a soma de duas soluções é ainda uma solução do sistema. 


II) Multiplicando por о real a primeira igualdade, vem: 
&(AX;)7a0 

ou: 
A(aX,)70 

o que implica 


aX, € S 


isto é, o produto de uma constante por uma solução é ainda uma solução. 


Logo, o conjunto-solução S do sistema linear homogêneo é um subespaço vetorial de 


M(3, р). 


Observações 


1) Esse conjunto-solução S pode também ser considerado subespaço de R?, pois um 


vetor (x, y,z) € IR? tem notação matricial: 
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2) Esse subespago S é também chamado espaço-solução do sistema AX = 0. 


3) Se tivermos um sistema homogêneo de m equações lineares com n variáveis, o 


espaço-solução será um subespaço de R”, 


4) Se um sistema linear é ndo-homogéneo, o seu conjunto-solução S não é um subespaço 


vetorial (verificação a cargo do leitor). 


7) 


Sejam V =R? 


S= ((x,y) x» 0) 


isto €, S é o conjunto dos vetores de R? cuja primeira componente é positiva. 


Sendo 
u=(x,y1) 20, e 
v=(X2, y2), x1 70 


vetores quaisquer do S, temos: 


I) utvz(x +X2, Yı ty2)€ S pois X, * X; 20, isto é, a soma de dois vetores com a 


primeira componente positiva é um vetor cuja primeira componente é também positiva. 


ID au= (axi, ay) Z S quando o <0, isto é, nem sempre o produto de um vetor com 
a primeira componente positiva por um número real o resulta um vetor cuja primeira 
componente é positiva. Por exemplo, u=(3,4)€ 5 e -2(3,-4) -(-6,8) g S. 
Logo, S não é subespaço de R?. 

Para chegar a essa conclusão poderíamos ter usado o fato de que (0,0) ES S (imediata). 


2.4.2  Intersecáo de dois Subespaços Vetoriais 


Sejam S, e S, dois subespaços vetoriais de V. A interseção S de S; e 5,, que se 


representa por S = S, N 5,, é o conjunto de todos os vetores v€ V tais que v€ S, e v€ $,. 
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2.4.21 Teorema 


A interseção S de dois subespagos vetoriais S, e S, de V é um subespaço vetorial de 
V. De fato: 


D seu ve S, então u+vE $; 


se uv € $, então u+v€ S. 
Logo: 
utve S, 0 5, =S 


ID Para qualquer AE R: 


se v€ S,, então AvE $1; 


se v€ Sz, então Av € 8. 
Logo: 


Ave 5; 0 5, =5 


Ехетріоѕ: 


3) беја У о espaço vetorial das matrizes quadradas de ordem 2: 


a,b,c, dE R 


5, = ; a,b€ R 
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5, = ;aceR 


2) Seja o espaço vetorial Ж? = { (а, Ы, с); a,b,c€ R) e os subespagos vetoriais 
Sı = {(а,6,0); a be R} e S¿=((0,0,c), ce R). A interseção 5, NS, é o 
subespaço vetorial S= ((0,0,0)+= {0} 

2.43 Soma de dois Subespaços Vetoriais 
Sejam S, e S; dois subespaços vetoriais de V. A soma S de S, e S;, que se repre- 

senta por S= 5, + $, é o conjunto de todos os vetores ut v de V tais que uE S, e v€ 5). 


2.43.3 Teorema 


A soma S de dois subespaços vetoriais S, e S, de V é um subespaço vetorial de V. De 
fato: 


D se u, u € S, então uj +w € S,; 
se Vj, V; € Sa, então v, * v; € S. 
Por outro lado: 

u tutes 
UtmEes 
logo; 


Qu + v1) tQ +v2)= (u; tua) + (1 *w)€ 8$ +5, =S 
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II) Para qualquer AS R: 
se u, € Sy, então Au, € Sy; 
se v, € S, então Av, € Sz. 
Por outro lado: 
utvues 
logo: 


Mu, tvi)  Àu +Av, € S, +S; =$ 


Exemplos 


1)  Asoma S dos subespaços vetoriais S, e S, referidos no exemplo 1 de 24.2.1 é um 
subespaço vetorial de V: 


2) Sejam os subespaços vetoriais S, = ((a,b,0); a,bE R} e S, = [(0,0,c);c € R} do 
espaço vetorial IR? = { (а, b, с); a,b, c€ R). 


A soma Š, + S, é o subespaço vetorial S= ((a, b, c); a,b,c € R}, que, no caso, é 
opróprio R?. 


2.4.4 Soma Direta de dois Subespacos Vetoriais 


Sejam S, e S, dois subespaços vetoriais de V. Diz-se que V é a somadireta de S, e 
Sj, € se representa por У = 5, ® S3, se V=S,+S, e Sı 75, = {0}. 
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2.4.4.1 Teorema 


Se V é a soma direta de S, e S,, todo vetor v€ V se escreve, de modo único, na 


forma: 
v=utw 


onde: 
u€ S, e w€ S$, 


De fato, de V = S, () S, vem, para qualquer v€ V: 


v-utw, onde u€ S, e v€ S; 


Suponhamos que v pudesse exprimir-se também pela forma: 


vsu +w, onde WES, e w€ S, 
As igualdades 2.4.4.1-I e 2.4 4.1-II permitem escrever: 


utw=u +w 


ou: 
u-u=w-w 

onde: 
u-w€ $ e wW-w€ S 
Tendo em vista que S, N $, = (0): 
u-w=w-w=0 

isto é: 


usu e w=w 


(2.4.4.1-D 


(244.1-1) 
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Exemplo: 
O espaço vetorial R? = { (а,Ь, с); a,b,c E R} é a soma direta dos subespaços vetoriais: 
Si = {(8,Ъ,0); a, bE R} e S;=((0,0,0); cE R) 


pois qualquer vetor (a,b,c) Є R? pode ser escrito como soma de um vetor de S, e um vetor 
de 5, de modo único: 

(a, b, c) = (a, b, 0) + (0, 0, c) 
e, portanto: 


R = 5, (Os, 


2.5 COMBINAÇÃO LINEAR 


Sejam os vetores vi, Va, ..., A do espaço vetorial V е os escalares ay, az, ..., an Qualquer 
vetor v € V da forma: 


v= avi t az v +..ta, V, 


é uma combinação linear dos vetores vi, Va, ..., V. 


Exemplo 


No espaço vetorial Р, dos polinômios de grau <2, o polinômio у= 7х? + l1x - 26 é 
uma combinação linear dos polinômios: 


w = 5х2 3x42 е v,=-22 t5x-8 
De fato: 
v73v tdv; 
isto é: 
7х? + 11x - 26 = 3(5x? - 3x + 2) + 4(2x? + 5x - 8) 


7x! + 11х -26 = 15x? - 9x + 6 - 8x? + 20x - 32 
7x? + Hx - 26 = 733 + 10x - 26 
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2.5.1 Problemas Resolvidos 


Para os problemas de 1 a 4, consideremos, no R°, os seguintes vetores: у; = (1, 3,2) 
e уз = (2, 4, -1). 


1) Escrever o vetor v = (-4, -18, 7) como combinação linear dos vetores v, е vz. 


Solução 
Pretende-se que: 
у= ау tava 
sendo a, e a; escalares a determinar. Então, devemos ter: 
(-4,-18,7)=a1(1,-3,2)+ az (2, 4, -1) 
ou: 
(4, -18, 7) = (a, -341 , 224) + (225, 422, -22) 
ou: 
(-4, -18, 7) = (a) + 222, -За + 4a7, 2а; - a2) 


Pela condição de igualdade de dois vetores, resulta o sistema: 


a, t 2a; = -4 
-3a, + 4a; = -18 
2a1 - аз =7 


cujasoluçãoé a 72 е а, = -3. 
Portanto, 


v=2v, -3v; 
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Observação 
Esse sistema e outros deste Capítulo estão resolvidos no Apêndice 


2) Mostrar que o vetor v = (4, 3, 6) não é combinação linear dos vetores v; € vz. 


Solução 
Deve-se mostrar que não existem escalares a, e аз tais que: 
Y78,V4 tava 
Com procedimento análogo ao do problema anterior, temos: 
(4,3, -6)= а (1, -3, 2) + az (2, 4,-1) 

de onde resulta o sistema: 


а + 24а = 


-За; + 4a, = 


bus 


2a- аз = 


Observemos que esse sistema difere do anterior pelos termos independentes. Como é 
incompatível, o vetor v não pode ser escrito como combinação linear de v, e V2. 


3) Determinar o valor de К para que o vetor u=(-1,k, -7) seja combinação linear de 
v e w. 

Solucáo 
Devemos ter: 
u=a vi tav, 

ou: 


(CL k, -7) = ai(1, -3, 2) + a2(2, 4, -1) 
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de onde vem o sistema: 


a; t2a, 7-1 
За + 4а; = k 
28, - аз =-7 


do qual resulta, como solução do problema proposto, К = 13 (а = -3 е a; = l). 


De fato: 


(-1,13,-0=-3(1,-3,2)+1(2,4,-1) 
(-1,13, -7) = (-3,9, 6) + (2, 4, -1) 
(71,13, -7) = (-1, 13, -7). 


4) Determinar a condição para x, y e z de modo que (х, у, 2) seja combinação linear dos 
vetores v, € Va. 

Solução 
Devemos ter: 
(x, y, 2) =a) (1, -3, 2) + (2, 4, -1) 


de onde vem o sistema: 


а; + 2а, 7X 
-3a, + 4a; = y 
2a,- а =2 


O vetor (х, у, 2) somente será combinação linear de v, e v; seo sistema tiver solução, e 
isto somente ocorre se: 


x-y-22=0 
ou: 


x=y+2 
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Assim, todos os vetores (х,у, 2) Є IR?, que são combinações lineares de v; e vz, têm 
a forma: 


(у + 22,у, 2) 


сот y,z Є R. 


Podemos fazer а interpretação geométrica desse resultado. Observemos que os vetores vj e 
уз não são colineares. O vetor a,v, tem a direção de vi, e o vetor азуз, a direção de vz. 
Logo, todos os vetores (x, y, z) Є R? do tipo 


(x,y,z) = ау tav 


formam um plano 7 que passa pela origem conforme sugere a figura 2.5.1. Esse piano tem equação 
x - y -22=0, que estabelece a condição solicitada entre os componentes x, y e 2. 


x Figura 2.5.1 


5) Mostrar que o vetor v=(3,4)€ TR? pode ser escrito de infinitas maneiras como combi- 
nação linear dos vetores у; = (1,0), vz = (0,1) e vs = (2, -1). 


Solução 


Tem-se: 


(3,4)=a(1,0)+ b(0, 1) + c(2, -1) 


44 Algebra linear 


donde: 


ou: 


3-2 
b-4tc 


e, portanto, para cada valor de c obtém-se um valor para a e outro para b. 


2.5.2  Subespacos Gerados 


Seja V um espaço vetorial. Consideremos um subconjunto А = (vi, Y2, .. qu C v, 
A= 9. 

O conjunto S de todos os vetores de V que são combinações lineares dos vetores de À é 
um subespaço vetorial de V. 


De fato, se: 


us аруу tam +... + a Y, 


узу tbv t.. +b Ya 

são dois vetores quaisquer de S, pode«e escrever: 
utv=(a +by)v, + (а, tba)wt.tla t bv, 
«и = (оа) у, t (ааз) v; +... + (aa) V. 


Tendo em vista que u+vE 5 e que qu€ S, por serem combinações lineares de 
Vis Vas Y yo concjui-se que 5 é um subespaço vetorial de V. 


Simbolicamente, o subespaço S é: 


S-(ve Viv-a v +... + 2,,.,8, € RJ 


а MT E 
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Observações 


1) O subespaço S diz-se gerado pelos vetores vi, v2,..., vy OU gerado pelo conjunto A, е 
Iepresenta-se por: 


S= [Y1,Y2,...,4,] ou S=G(A) 


Os vetores vi, Уз, ..., v, São chamados geradores do subespaço S, enquanto A é 
o conjunto gerador de S. 


2) Рага о caso particular de A = ф, define-se: [6] = {0}. 
3) АССА), ou seja, {Y;, vn) C (м, vy]. 


4) Todo conjunto AC V gera um subespago vetorial de V, podendo ocorrer G(A) - V. 
Nesse caso, A é um conjunto gerador de V. 


Exemplos 


1) Osvetores i=(1,0) e j=(0,1) geram o espaço vetorial R?, pois qualquer (x, y) € В? 
é combinação linear de i е j: 


(х,у) = xi + yj=x(1, 0) + y (0, 1) =(x,0) + (0, у) = (х,у) 
Então: 
[i,j] =R? 
2) Osvetores i=(1,0,0) e j=(0,1,0) do IR geram o subespaço 
S= ((x,y,0)€ R'/x,y € R} 
pois: 
(x,y,0)=x(1,0,0) + y(0, 1,0) 
Então: 


1,3 =5 é um subespaço próprio do R? e representa, geometricamente o plano хОу. 
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3) Osvetores e, =(1,0,0), e; =(0,1,0) e ез 7(0,0, 1) geram o espaço vetorial R?, pois 
qualquer v=(x,y,z) € В? é combinação linear de ej, e; e es: 


(x, y, 2 =х(1, 0,0) + y(0, 1, 0) * z(0, 0, 1) 
ou: 


v-xe, + yez t ze; 
Então; 


[ei ег, es] = IR? 


Observação 


Antes de resolvermos alguns problemas e fornecermos certas interpretações geométricas, 
atentemos para um fato importante. 


Dados n vetores vi, ..,v, de um espaço vetorial V, se w € V étalque 
Мацур +... Фау 

então: 
[V1 e vg Ww] = [v s val 


pois todo vetor v que é combinação linear de vi, .., vy, W é também combinação linear de 


Vas Ve 
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Supondo que: 
vEfvi,..., Yn w], então existem números reais by, ..., bn, b 
tais que 


v=bivi +... +DpYp t bw 


mas 
= ауу +... tünVn 
logo: 
vbi +... рау t blavi +... + ann) 
ou 
у= (bi +aib)vi +... t (bg + anb)vo 
e, portanto, y é combinação linear de vi, ..., vn, isto é, 
v € lv. Vn] 
A recíproca, ou seja, 
sev € [v ..., vn], então v € [vi o vn, w] 
é trivial, pois 
se у= аууу +... +апуп, então VS ayy; +... tanyn + Ow. 


Assim, sendo S um subespaço gerado por um conjunto A, ao acrescentarmos vetores 
de S a esse conjunto A, Os novos conjuntos continuarão gerando o mesmo subespaço S. Esse 
fato faz entender que um determinado subespaço S pode ser gerado por uma infinidade de 
vetores, porém existe um número mínimo de vetores para 8671-0. 


2.5.2.1 Problemas Resolvidos 
6) Seja V = R3, Determinar o subespaço gerado pelo vetor v, =(1, 2,3). 
Solução 


Temos: 


[n]=[(xy,27)€ R”/(x у, 2) =а(1, 2,3), a € R} 
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Da igualdade: 


(х,у, 2) = а(1, 2,3) 


vem. 
x= а 
y=2a 
z=3a 
donde 
y=2x 
z=3x 
Logo, 
[w]=((,y,2) € Е /у=2х e 2=3x) 
ou 


[w] 6, 2х, 3х); x € RJ 
O subespago gerado рог um vetor vj € IR, v, + 0, é uma reta que passa pela origem 
(Figura 2.5.2a). Se a esse vetor acrescentarmos уз, vs, .., todos colinegres entre si, o subespaço 


gerado por 2,3,... vetores continuará sendo a mesma reta: 


[v1] = [n2] = [i va, va] =... (Figura 2.5.2b) 


x Figura 2.5.2a x Figura 2.5.2b 
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7) беја У = 18°. Determinar o subespaço gerado pelo conjunto А = [vi v], sendo 
wi = (1, 2, 1) ev; = (2, 1, D. 
Solução 


Temos: 


[n, S] = (Gs y, 2 € х, y, z) =a, (1, -2, -1) + а;(2, 1, 1), а,в € IR) 
Da igualdade acima, vem: 


a + 2а =x 
-2a + а =у 


-a + а =2 


О vetor (х,у, 2) Є [vi, v; ] se, e somente se, o sistema tem solução. e isto somente ocorre 
quando x + 3y - 5z = Ü (exercício a cargo do leitor). 


Logo: 
In. уз] = (Gy, 2) € IR'/x + 3y - 570] 


O subespaço gerado pelos vetores vj, v; € Rº, ndo-colineares, é um plano п que passa 
pela origem (Figura 2.5.2c). Se a esses dois vetores acrescentarmos vs, va, ..., todos coplanares, 
o subespaço gerado por 3, 4,... vetores continuará sendo o mesmo plano л: 


Гм, va) = [vis vas Y] = [Vi Уз, Ya, va] =.. (Figura 2.5.20) 


Figura 2.5.20 


Figura 2.5.24 
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8) Seja V = R°. Determinar o subespaço gerado pelo conjunto A = [v Va, vs), sendo 
vai L D, w=(1,1,0)e va = (t, 0, 0). 

Solução 
Para todo vetor (x, y, 2) € [vi, va, з], tem-se: 
(x, y, 2) =a1(1, 1, 1) * as (1, 1,0) tas(1,0,0) 

Desta igualdade, vem: 


ар tà, +аз 7x 


ata =y 
a =1 
ou: 
а =z 
а =у-2 
dy =х-у 
Portanto: 


(х,у, 2720, 1,0 +(y -2)(1,1,0) * (x -y)(1,0,0) 


€, por conseguinte, Os vetores vi, vo e va geram o R?, pois cada vetor do В? é combinação 
linear dos vetores dados. 


Logo: 

Ivi va, v] IR? 

O subespago gerado por trés vetores ndo-coplanares é o próprio R° (Figura 2.5.2e). Sea 
esses três vetores acrescentarmos Va, Vs, ... quaisquer, o subespaço gerado pelos 4, 5, ... vetores 


continuará sendo o próprio Rš: 


[vis va. Уз] = [v1 vas Ya, va] =... 
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Figura 2.5.26 


9) Mostrar que o conjunto А = { (3, 1), (5. 2)} gera o R°. 


Solução 


Vamos mostrar que todo vetor (x,y) € IR? é combinação linear dos vetores do conjunto 
A, isto é, sempre existem os números reais a, € à; tais que: 


(х,у) =a) (3, D + az (S, 2) 
Daí vem o sistema: 


3a, + 5а; =x 


a(t2a;7y 
que, resolvido em termos de x e y, fornece: 
a = 2х- 5у е а =3у-х 
Portanto: 
(х, у)= Qx- 5G. 1) + Gy - x)(5, 2) 
isto é: 


G(A) «IR? 
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10) Sejam V = M(2, 2) eo subconjunto 


Determinar o subespaço G(A). 


Solução 


Para todo vetor 


tem-se: 


e dai o sistema: 


-a+3b=x 
2a- b=y 
-2a+ b = z 


3a+ b 


que é compatível se: 
z2-y e x=-2y+t 
Logo: 


-2y+t y 


G(A)= Py t€ IR 


-y t 


-1 


1 
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2.6 ESPAÇOS VETORIAIS FINITAMENTE GERADOS 


Um espaço vetorial V é finitamente gerado se existe um conjunto finito A, ACV, tal 
que V=G(A). 

Com excegáo do Exemplo 6 de 2.2, os demais exemplos de espagos vetoriais citados até 
aqui são finitamente gerados. Por exemplo, vimos que o JR? é gerado pelo conjunto finito de três 


vetores 


A= ((1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)? 
pois, para todo (х, y, г) € IR?, teme: 


(x, y, 2) = x(1, 0,0) + y(0, 1,0) + z(0, 0, 1) 


Em nosso estudo trataremos somente de espaços vetoriais finitamente gerados. 

Um exemplo de espaço vetorial que não é finitamente gerado é o espaço P de todos os 
polinômios reaís. 

Na verdade, dado A = (pi, .., Pa} CP, onde p; é um polinômio de grau i e p, o de 
mais alto grau, qualquer combinação linear 


Appi taspa +... +anPn 


tem grau <n. Assim, o subespaço [pi,.., Pn] contém somente polinômios de grau menor 
ou igual ao grau de py. Como Р é formado por todos os polinômios, existem nele polinômios 
de grau maior que o de p,. Logo, G(A) P para todo conjunto finito A C P. 


27 DEPENDÊNCIA E INDEPENDÊNCIA LINEAR 


No problema 8 de 2.5.2.1, chamamos a atenção para o fato de que o espaço vetorial R? pode 
ser gerado por três vetores, ou também por quatro, ou por cinco etc. Assim, três vetores cons- 
tituem o número mínimo necessário para gerar o IR?. No entanto, quatro, cinco ou mais 
vetores podem gerar о IR, Porém, nesse caso, sobram vetores no conjunto gerador. Em nosso 
estudo temos grande interesse no conjunto gerador que seja o menor possível, Para a determi- 
nação do menor conjunto gerador de um espaço vetorial, precisamos ter a noção de dependência 
е independência linear. 
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2.7.1 Definição 
Sejam V um espaço vetorial e 
AS (vio Vr CV 
Consideremos a equação 
ауу +... + аур =0 (2.7) 
Sabemos que essa equação admite pelo menos uma solução: 
3470, a2=0,..,2,=0 


chamada solução trivial. 

O conjunto A diz-se linearmente independente (LI), ou os vetores vi, ..., vg são LI, 
caso a equação (2.7) admita apenas a solução trivial, 

Se existirem soluções a; #0, diz-se que o conjunto A é linearmente dependente (LD), ou 


que os vetores vi, ..., Yp são LD, 


Exemplos 


1) Мо espaço vetorial V=IR?, os vetores v; =(2,-1,3), v =(-1,0,-2) e va =(2,-3,1) 
formam um conjunto linearmente dependente, pois 


3v 4v; -v 0 
ou seja: 
3(2,-1,3)+4(-1,0,-2)-(2,-3,1)=(0,0,0) 


2) Мо espaço vetorial У = ІК“, os vetores w =(2,2,3,4), vz = (0,5, -3,1) e va =(0,0,4,-2) 
são linearmente independentes. De fato: 
a(2, 2, 3, 4) + b(0, 5, -3, 1) + c(0,0, 4, -2) = (0,0, 0,0) 
(2а, la, За, 4a) + (0, 5b, - 3b, b) + (0, 0, 4c, -2c) = (0,0, 0, 0) 
(2а, 2а + 5b, За - 3b + 4c, 4a + b - 2c) = (0, 0, 0, 0) 
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3 


isto é 
2a =й 
2a + 5b =0 


3a- 3b + 4c =0 
да+ b -2c =0 


O sistema admite unicamente a solucáo: 


Ü. =й e c-0 


No espaço vetorial IR, o conjunto {[еџ, ез, ез |, tal que e, = (1,0, 0), es =(0.1,0) e 


ез = (0,0,1), é LI 


De fato, a equação: 


ауе, t 358; t азез = 0 
ou: 


31 (1, 0, 0) + az (0, 1, 0) + az(0, 0, 1) = (0,0, 0) 
transforma-se em: 

(ау, аз. 23) = (0. 0, 0) 

e, portanto 

а 78272470 

Logo, 9 conjunto 


10,0,0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) | 


é Ll 


De forma análoga mostra-se que os vetores 
e; =(1, 0.0. -.., 0), ез 5(0,1,0,....0), ... en =(0,0,0, 


formam um conjunto linearmente independente no R" 


1) 
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4)  Noespago vetorial M(3, 1) das matrizes-colunas, de ordem 3 х 1, оз vetores: 
1 0 0 
e =|0 e =|1 es =|0 
0 0 1 
são LI (verificação a cargo do leitor) 
5) No IR?, os vetores e, =(1,0) e e; =(0,1) são LI. No entanto, os vetores €j, ez e 
у= (a, b) são LD. De fato: 
x(1, 0) + y(0, 1) + z(a, b) = (0, 0) 
(x, 0) + (0, у) + (az, bz) = (0,0) 
(x az, y + bz) = (0,0) 
isto é: 
xtaz=0 
ytbz-0 
O sistema admite ao menos uma solução náo-trivial. Por exemplo, fazendo 2 = |, vem 
е y=-b 
Logo: 
-ae, - be; tv- 0 
6) Мо espaço vetorial M(2, 2), o conjunto 


€ LD. 
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Examinemos a equação 


ауур а У + азу; = 0 


ou, de modo equivalente 


- ay + 2а, + Заз 2a, - За - das 0 0 


-3a, + Заз + Заз а + а Do sb) 


e daí o sistema: 


- ау + 2а + Заз = Ü 
2a; - Заз - da; = 0 
-3a, + Заз + Заз = Ü 


а + a3=0 


-2аз 


cuja solução é a, = -аз е 


Como existem soluções a = 0 para a equação (1), o conjunto А é LD. 


Observação 
Vamos substituir a solução do sistema na equação (1): 
азуу - 2азу› tasv; = 0 
ou. 
азу + Zag Va - азуз = 0 


para todo аз € IR. 


(n 
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Dividindo ambos os membros dessa igualdade рот аз з 0, resulta: 


vi f 2 = va = 0 


e daí, vem 

vi 7-2 tva (v; é combinação linear de v, e v) 
ou 

v; n + is (уз é combinação linear de vy e v) 
ou, ainda: 

уз =v +2m (va é combinação linear de v, e v4) 


Como se observa, sendo A um conjunto LD, então um vetor de A é combinação linear 
dos outros. Esse fato e sua recíproca constituem o teorema seguinte 


2.7.2 Teorema 


“Um conjunto A= (vi, Vn? é LD se, e somente se, pelo menos um desses vetores 


é combinação linca: dos outros.” 
A demonstração é constituída de duas partes 


lä) Seja A linearmente dependente. Então. por definição. um dos coeficientes da igualdade 
apa tuta Ж... taçvç=0 


deve ser diferente de zero. Supondo que a, 0. vem 


ари = аруу = «ыра жанылуу p Tos T n 
ou 
а dis iei än 
dp E, t ма = уор E eE uy 
i i go "bt Wd a “а 


Й н i 


e. portanto. v, é uma combinação linear dos outros vetores. 
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28) Por outro lado, seja v; uma combinação linear dos outros vetores: 
vit Бум t ot biavia dir Vier +. + bnVn 
ou, ainda: 
biyi t... + bi-i vii - lvi анама t.. Буур = 0 

e, portanto, a equação 


bivi +. t(-1) vy * + дул = 0 


se verifica para b, #0. No caso, bi 
Logo, A é LD. 

Observações 

1) Esse último teorema pode ser enunciado de forma equivalente: 


“Um conjunto А = (vi,.., v, ) é LI se. e somente se, nenhum desses vetores for 
combinação linear dos outros.” 


2) Para o caso particular de dois vetores, temos 


“Dois vetores v, e v, são LD se, e somente se, um vetor é múltiplo escalar do 
outro.” 


Por exemplo, os vetores 
w =(1,-2,3) e w *Q.-46 
são LD, pois 
ou: 


w =2w 
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enquanto 


w=(1,-2,3) € w=(2,1,5) 


são LI, pois 


vi kv; 
para todo kE IR. 


3) Nos gráficos a seguir apresentamos uma interpretação geométrica da dependência linear 
de doís e três vetores no IR? 


(v, e у; estão representados na mesma reta 
que passa pela origem) 


[viva vas e LD 


x 
(vi, Y2 e уз estão representados no mesmo 
plano que passa pela origem) 
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2.7.3 Problemas Resolvidos 


11) Verificar se são LI ou LD os seguintes conjuntos: 


a) C M(2,2) 


b) (Q,-0,0,3) C Rš 


c) f(-1,-2,0,3),(2, -1,0,0),(1,0,0,0)) C IR 


d) (1*2x- x?, 2-x* 3, 3-4x+7x?) C P, 


Solucáo 


a) Como o conjunto tem apenas dois vetores com um deles sendo múltiplo escalar do outro 
(o segundo vetor é o triplo do primeiro), o conjunto é LD, de acordo com a Observação 2 do 
Teorema 2.7.2 


b) Tendo em vista que um vetor não é múltiplo escalar do outro, o conjunto é LI 
Mesmo que fôssemos examinar a igualdade: 
a(2,-1)+b(1,3)=(0.0) 
concluiríamos que o sistema 
2a+ b=0 
-at3b-0 


admite somente a solução trivial, o que vem confirmar ser o conjunto LI. 
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c) 


d) 


Consideremos a equação: 


a(-Ł, -2, 0, 3) + b(2, -1, 0, 0) + c(1, 0,0, 0) = (0, 0,0,0) 


Portanto 


-a+t2b+c=0 
2a- b =0 


3a =0 


Como o sistema admite apenas a solução trivial: 


a-b- 
o conjunto é LL 

Seja a equação 

a(l*t2x-x')*tb(2-x* 3x!) t c(3- 4x + 7x3? )- 0 (1) 
ou 

(a+ 2b+ 3c) t(2a- b - 4c) x + (-a t 3b + 7с) x? = 0+ 0х +0x? 


Peio princípio da identidade de polinómios, vem 
a+2b+3c=0 
2a- b-4c-0 


=8 + 3b+70=0 


Como esse sistema admite outras soluções além da trivial, o conjunto é LD. 


Observação 


O leitor deve ter notado que a variável x nos polinômios desse problema não desempenha 


nenhum papel no cálculo. Com o objetiva de simplificar. а cada polinômio dotipo ag + a,x + азх? 
associa-se a terna (ag, à. 22) 
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Assim, a igualdade (1) desse problema poderia ter sido escrita assim: 
a(1,2. -1) * b(2, 1.3 + c(3, 4, 7) = (0,0. 0) 
Simplificações análogas a essa podem ser feitas, por exemplo, associando: 


l)ao tax tax? + asx? € P, com (ap, а,.аз,аз) Є R° 


€ M(2,2) com (a,b,c,d) € R° 


3)a rex? € P, com (a,0,c) € IR? 


e assim por diante 


12) Provar que se и e v são Ll, então u* v e u-v também o são. 


Solucáo 
Consideremos a igualdade 
a(u* v) tb(u- v) - 0 
da qual resulta 
(а + Б) и + (а- у= 0 


Como ue v são Ll. nessa igualdade (3) deve-se ter 


sistema que admite somente a solução а= b = 0. Logo, pela igualdade (2). u* v e u-v 


(2) 


(3) 


sáo Ll 
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13) Determinar o valor de k para que o conjunto 
(0,0, -1), (1. 1, 0), (k, 1, -1)} 


seja LI 


Solução 
O conjunto será LI se, e somente se, a equação 


a(1, 0, -1) + b(1, 1, 0) + c(k, 1, -1) - (0,0, 0) 


admitir apenas a solução а= b = c 0. Dessa equação, vem: 


atb+kc=0 
b+ c=0 
-a -c=0 


Para que esse sistema admita apenas a solução trivial, deve-se ter k +2 (a cargo do leitor) 


Logo, o conjunto será Ll se k £2. 


2.7.4 Propriedades da Dependência e da Independência Linear 
Seja V um espaço vetorial 
D Se A= (vj C V e vz 0. então A é LL 
De fato 
Сото v + 0, a igualdade 
av=0 


só se verifica se а = 0. 
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Observação 


Considera-se, por definição, que o conjunto vazio é é LI 


ID Se um conjunto A С V contém o vetor nulo, então A é LD. 
De fato: 

Seja o conjunto А = £vi, 0, Yn} 

Então, a equação 

Ovi R. +а0 +... УОЙ ЖО 


se verifica para todo a = 0. Portanto, А é LD. 


Ш) Se uma parte de um conjunto AC V é LD, então À é também LD. 
De fato: 
Sejam А = (vi, V. Vg) ea parte 
Ait(vi WI CA A é LD 
Como A, é LD, existem а; 0 que verificam a igualdade: 
avi +. ta = 0 
e esses mesmos a; +0 verificam também a igualdade 
avi testa tO vu tuo tOv,=0 


Logo, A= (vi... Yre eo Yn} é LD. 


IV) Se um conjunto A C V é LI, qualquer parte A; de А é também LL 


De fato, se A, fosse LD, pela propriedade anterior o conjunto A seria também LD, o 


que contradiz a hipótese 
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Observação 


Se todos os subconjuntos próprios de um conjunto finito de vetores são LL o fato não 


significa que o conjunto seja LI. De fato, se considerarmos no IR? os vetores e; = (1,0), 
°з =(0,1) e v=(4,5), verificaremos que cada um dos subconjuntos (e, ёз}. (e, v). 
{ezv}, {e1}. Ce) e [v] é LI, enquanto o conjunto (e,,ez, v? é LD. 


Vi Se A =a YA) CV é Le В={м,. Qva WI C V é LD, então w é 
combinação linear de vi, ...,Yn 
De fato 


Como B é LD, existem escalares a; ,..., an, b, nem todos nulos, tais que 
avo +. +a,v, t bw = 0. 


Ora, se b = 0, então algum dos aj não é zero na igualdade: 


aj t... жалу = 


Porém esse fato contradiz a hipótese de que А é LI Conseqüentemente, temse b £0, e. 


portanto 
BW = ars Apdo 


o que implica 


isto €. w ё combinação linear de vi, ур 


28 BASE E DIMENSÃO 
2.8.1 Base de um Espaço Vetorial 


Um conjunto B = (v, Va? CV é uma base do espaço vetorial V se: 


I) Bé LL; 


11) B gera V 
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Exemplos 
D Be (CO. 0. (C1, 0) é base de IR? 
De fato 


D Bé LI, pois a(1, 1)+ b(-1. 0) = (0, 0) implica 


e daí 


ID) B gera IR”, pois para todo (x, y) € IR”. tem-se 
(x, y) = y(1. D +(y-x)(-1.0) 

Realmente, a igualcade 

(x, y) 7 a(l, 1) + b(-1.0) 


implica 


Os vetores da base B estáo representados na Figura 2.8.1. Em 2.7.2 já havíamos visto que 
dois vetores não-colineares são LI. Sendo eles do IR?, irão gerar o próprio IR?. Na verdade. 
quaisquer dois vetores náo-colineares do IR? formam uma base desse espaço 
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Figura 2.8.1 


2) B=((1.0),(0,1)) é base de IR?, denominada base canónica. 
De fato 
I) Bé LI, pois a(1. 0) + b(0, 1) - (0, 0) implica a=b = 0; 
IT) B gera IR?, pois todo vetor (x, y) € IR? é tal que 
Ex, y) 7 x(1,0) + y(0, 1) 

3) Consideremos os vetores e, = (1, 0, 0, ..., 0), ез =(0,1.0,...,0), .., en = (0, 0,0,..., 1). 
No exemplo 3 de 2.7.1 deixamos claro que o conjunto В = { еџ,ез,...,е,} é Liem IR^. 
Tendo em vista que todo vetor у= (xi, X;,.., Xp) € IR? pode ser escrito como combi- 
nação linear de e,, €z, ..., €n, isto é: 
у= Xi@ * X265 +... * хе, 


„Жаа 


concluise que B gera o IR”. Portanto, B é uma base de IR”. Essa base é conhecida 
como base canônica do IR". 


Consegiientemente: 

(а, 0,0, 0), (0, 1, 0, 0), (0,0, 1, 0), (0, 0,0. 1)} é a base canônica de І“; 
((1,0,0), (0,1,0), (0, 0,1) } é a base canónica de RC; 

1(1,0), (0, 1)) € a base canónica de IR^; 


[1] é a base canónica de IR. 


3) 
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é a base canónica de M(2, 2). 


De fato: 
1 0 0 1 0 0 o 0 0 0 
a +b te +d - 
0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 
ou: 
a b о 0 
c d š 0 0 
e daí 
a=b=c=d=0 


Portanto, B é LI 


Por outro lado, В gera o espaço M(2, 2), pois qualquer 


€ M(2.2) 


pode ser escrito assim: 


Logo, B ébase de M(2,2) 
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5) Oconjunto B= (1, x, x^, .., x") é uma base do espaço vetorial P. 
De fato 
aol tax +a? +... +a xo = 


implica ао = ar = аз =.. = Ü pela condição de identidade de polinômios. Portanto, B é LI 


Por outro lado. B gera o espaço vetorial Ps. pois qualquer polinômio p € P, pode ser 
escrito assim 
n 


р= 3 taxtax + «ta x 


que é uma combinação linear de 1, х, х2. .., x^. 


Logo, В é uma base de Р. Essaéa base canônica de P, etem n+l vetores. 


6) B=((1.21(2.4)) não é base de IR”. pois B é LD (exercício а cargo do leitor) 


7) B=((1.0),(0,1),(3, 4); não é base de IR^, pois B é LD (exercício a cargo do leitor) 


8) B-((,-1)] não é base de IR^. B é Ll, mas não gera todo IR”, isto é, [(2, -1)] +182 
Esse conjunto gera uma reta que passa pela origem. 


9) B=((1.2,1),(-1,-3,0)) não é base de IR^. В é Ll. mas não gera todo IR? 


Observação 
"Todo conjunto LI de um espaço vetorial V é base do subespaço por ele gerado." 
Por exemplo, o conjunto B=((1,2,1),(-1.-3,0)) C IR? é LI e gera о subespaço 
S= [(x,y,z) € R?/3x - y -2=0) 


Então, B é base de S, pois Bé Lle gera $ 
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2.8.2 Teorema 


Se B=4vW1,Y2,..,Yp) for Uma base de um espaço vetorial V, então todo conjunto 
com mais de n vetores será linearmente dependente. 


De fato: 


Seja B'- (w,,W,...,W,,) um conjunto qualquer de m vetores de V, com m>n. 
Pretende-se mostrar que B' é LD. Para tanto, basta mostrar que existem escalares Xi, X, ..., Xp 
não todos nulos tais que 


Xi Wi t X2W2 +... t Xp W py = 0 @) 


Como B ё uma base de У, cada vetor ж; pertencente а В' é uma combinação linear dos 


vetores de B, isto é, existem números «, Bj, "~, 8, tais que: 


Wi 70V, + QY +... + aV, 


Уо = Вур + Bom ++ Bava 


(2) 
Wm = буу + бу; ++ САА 


Substituindo as relações (2) em (1), obtemos: 


Xi (vi + Gava + tam) + 
+ Xe (уу + быу t Q F Bam) + 


ou ordenando os termos convenientemente: 


(uxo + ixa + + Bixa) + 


+ (Wok + Box ++ уха) + 


+ (от + Box + + Bax) vQ 70 
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Tendo em vista que v;,Y2,.., V, São LJ, os coeficientes dessa combinação linear são 


nulos: 
ax + Вх + t уха = 0 


адхі + Вох + t 6х > O 


anã + ВХ + t бхр O 


Esse sistema linear homogéneo possui m variáveis X,,X;,.., Xm € n equações. Como 


m 
т > n, existem soluções náo-triviais, isto é, existe x; #0. Logo, B'= (wi, wa, Wm } é LD 


2.8.3  Corolário 


Duas bases quaisquer de um espaço vetorial têm o mesmo nimero de vetores. 


De fato: 


Seam A= (vi... e B={w;,..., Wm } duas bases de um espaço vetorial V 


Como А ébasee В é Ц, pelo teorema anterior, n > m. Por outro lado, como В é base 
e A é LE tem-se n &m. Portanto, n = m. 
Exemplos 


1) А base canónica do IR? tem três vetores. Logo, qualquer outra base do IR? terá também 
três vetores. 


2) A base canônica de M(2,2) tem quatro vetores. Portanto, toda base de M(2,2) terá 
quatro vetores. 


2.8.4 Dimensão de um Espaço Vetorial 


Seja V um espaço vetorial 
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Se V possui uma base com n vetores, então V tem dimensão n e anota-se dim V = n 
Se V não possui base, dim У = 0. 


Se V tem uma base com infinitos vetores, então a dimensão de V é infinita e anota-se 


dim V = =. 

Exemplos 

1) dim IR? = 2, pois toda base do IR? tem dois vetores. 
2)  dimIR?^- n. 

3) dimM(2,2)-4. 

4) dimM(m,n) =m x n 

5) dmP,-n4l. 

6) dim {0} =0. 

Observações 

1) Seja V um espaço vetorial tal que dim V = n. 


Se S é um subespaço de V. então dim S «n. No caso de dimS =n. tem-se 
SE Mo, 


Para permitir uma interpretação geométrica, consideremos o espaço tridimensional 
IR? (dim IR? = 3). 


A dimensão de qualquer subespaco S do В? só poderá ser 0, 1,2 ош 3. Portanto, 
temos os seguintes casos: 


I) dimS=0, então S= {0} é a origem. 


ID dimS=1, então 5 é uma reta que passa pela origem. 
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Ш) dimS=2, então 5 é um plano que passa pela origem. 


IV) dimS=3, então S é o próprio IR? 


2) Seja V um espaço vetorial de dimensão г. Então. qualquer subconjunto de V com mais 
de n vetores é LD. 


3) Sabemos que um conjunto B é base de um espaço vetorial V se В for Llese B gera 
V. No entanto, se soubermos que dim V =n, para obtermos uma base de V basta que 
apenas uma das condições de base esteja satisfeita. A outra condição ocorre automatica- 
mente. Assim: 


1) Se dimV-n. qualquer subconjunto de V com n vetores LI é uma base de У 


ID Se dimV=n, qualquer subconjunto de V com m vetores geradores de У é ити 
basede V. 


Exemplo 
O conjunto B = ((2, 1), (-1,3)? é uma base do IR? 


De fato, como dim IR? = 2 е os dois vetores dados são LI (pois nenhum vetor é múltiplo 
escalar do outro), eles formam uma base do IR? 


2.8.5 Teorema 
Seja V um espaço vetorial de dimensão n 


Qualquer conjunto de vetores LI em V é parte de uma base, isto é, pode ser completado 
até formar uma base de V. 


A demonstração está baseada no Teorema 2.7.2 e no conceito de dimensão. 


Deixaremos de demonstrar o teorema e daremos apenas um exemplo a título de ilustração 
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Exemplo 
Sejam os vetores v, =(1,-1,1,2) e vz =(-1,1,-1,0) 


Completar o conjunto (v,, vz ) de modo a formar uma base do В“ 


Solução 

Como dimIRî=4, uma base terá quatro vetores LI. Portanto, faltam dois. Escolhemos um 
vetor уз € IR^ tal que vs não seja uma combinação linear de vi € vz, isto É, vs Фау + 32 Vo 
para todo a, ax € IR. Dentre os infinitos vetores existentes, um deles é o vetor уз = (1, 1, 0,0), 
е o conjunto (vi, vz, v4 ) é LI (se vs fosse combinação linear de v; e уз esse conjunto seria 


LD de acordo com o Teorema 2.7.2) 


Para completar, escolhemos um vetor va que não seja uma combinação linear de v,,v; e 
va. Um delesé o vetor va = (1. 0. 0. 0). eo conjunto (vi. vz. Уз. va | é LI. Logo, 


10,2, 1,2) (71, 1.-1,0), (1,1,0,0) (1,0,0,0)] 


é uma base de Rê 


2.8.6 Teorema 


Seja B= (vi, v,,.., Yp} uma base de um espaço vetorial V. Então, todo vetor v€ V 
se exprime de maneira única como combinação linear dos verores de B. 


De fato: 
Tendo em vista que B é uma base de V, para v€ V pode-se escrever: 
V=arVy t аруз +... ауд а) 


Supondo que o vetor v pudesse ser expresso сото outra combinação linear dos vetores 


da base, ter-se-ia 


ЫЛЛАА (2) 
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Subtraindo, membro a membro, a igualdade (2) da igualdade (1), vem: 
0=(а, -bi)w + (аз - bz) vz +... + (ар - b) Yn 
Tendo em vista que os vetores da base sáo LI: 


a1-b,=0, аз -b,=0,..., 37 - bç 


1810 é: 
ài =D, az = by n Ag = b, 


Os números а, аз,...,а. São, pois, univocamente determinados pelo vetor v e pela base 


Cras vasos Va) 


2.8.7 Componentes de um Vetor 
Seja B= (vi Vas <<<» Ya} uma base de V. Tomemos v€ V sendo: 


у= ауу tava t... tay, 


inn 


Os números as, аз, ...,an são chamados componentes ou coordenadas de v em relação à 
base B e se representa por: 


21,83, 


YB 


ou, com a notação matricial: 
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A n-upla (a1, аз, ..., ap) é chamada vetor-coordenada de v em relação à base B, е o vetor- 


coluna 


é chamado marriz-coordenada de v em selação à base B 
Exemplo 
No 16°, consideremos as bases 
A=((1,0),(0, )), B=((,0),(1,3)) e €= ((1,-3), (2,4) 
Dado o vetor у= (8, б), tem-se: 
(8,6)-8(10) *6(0,1) 
(8, 6)= 3(2,0) +2(1,3) 
(8, 6) = 2(1, -3)+ 3(2, 4) 
Com a notação acima, escrevemos: 
ул =(8,6) 1:82 10,3 


O gráfico da página seguinte mostra a representação do vetor v = (8,6) em relação às. bases 
AeB. 


Observação 


No decorrer do estudo de Álgebra Linear temos, às vezes, a necessidade de identificar 
rapidamente a dimensão de um espaço vetorial. E, uma vez conhecida a dimensão, obtém-se 


facilmente uma base desse espaço. 
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Uma forma prática para determinar a dimensão de um espaço vetorial é verificar o número 
de variáveis livres de seu vetor genérico. Esse número é а dimensão do espaço. 


CS is di 


E 


o (1,0) 2.0 3Q.0) 80.0) 


Exemplo 
Determinar a dimensão e uma base do espaço vetorial 


S-((x y.z)€ RPOx*y*z-0: 


Solução 
Isolando 2 (poderíamos também isolar x ou y)na equação de definição, tem-se 
2=-2x-y 
onde x e y são as variáveis livres. 
Qualquer vetor (x,y,z) € 5 tema forma: 
Guy, 2x - y) 
e, portanto, podemos escrever: 


(х,у, 2) =(x, y, 2x - y) 
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ou 
(х,у, z) = (x, 0,-2x) + (0, y, -y) 
ou 
(x, y, z) 7 x(1,0,-2) + y(0, 1,-1) а) 
isto é, todo vetor de 5 é combinação linear dos vetores (1.0, -2) e (0,1,-1). Como esses dois 


vetores geradores de S são Li, o conjunto ((1,0,-2), (0, 1, -1)) é uma base de 5 e, conse- 
qüentemente, dim S = 2. 


Por outro lado, tendo em vista que a cada variável livre corresponde um vetor da base na 
igualdade (1), conclui-se que o número de varidveis livres é a dimensão do espaço. 


Na prática podemos adotar uma maior simplificação para determinar uma base de um 
espaço. Para esse mesmo espaço vetorial S, onde z=-2x - у, temos: 


fazendo x= | e y=1, vem z^ 2(1)-1 7-3 1 w=(1,1,-3) 


fazendo x =-| e y 2, vem z=-2(-1)-2= 0. v =(-1,2,0) 
e o conjunto 
£0, 1,-3), 1, 2, 0)) 
é outra base de S. Na verdade, esse espaço S tem infinitas bases. porém todas elas com dois 
vetores 
2.8.8 Problemas Resolvidos 
14) Sejamos vetores v; =(1,2,3), у; = (0,1, 2) e v3=(0,0, 1) 
Mostrar que o conjunto В = {уз ‚уз. v4 | é uma base do IR? 
Solução 
Para provar que B é LI, deve-se mostrar que 


ауу Жазуу + азуу = O 
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admite somente a solução a, 7 a; = a4 = 0. 
Com efeito, 

a1(1,2, 3) +а(0, 1,2) + аз (0. 0. 1) = (0.0. 0) 
equivale ao sistema 


m =0 
2а, + а =0 


За + 2а; tas = 0 
cuja única solução é a trivial 
aa, =аз=0 
Logo, B é LI 


Para mostrar que В gera o IR?, deve-se mostrar que qualquer vetor v = (х,у, 2) € IR? 
pode ser expresso como uma combinação linear dos vetores de B. 


у= аруу favo + азуз 
Em termos de componentes, tem-se 
(x, y, 2) = ar(1,2, 3) + a2(0, 1, 2) + as(0.0, 1) 


ou: 


[] 
x 


a 


2aj + а =$ 


38, + 242 + аз 


sistema esse que admite solução para quaisquer valores de x, y, z, ou seja, todo vetor v = (x, y, 2) 
é combinação linear dos vetores de B. Resolvendo o sistema encontramos 


ai = 


аз =-2х+у, a3=x-2y+z 
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isto é 
(x, y, 2) 7 x(1,2, 3) + C2x + y)(0, 1, 2) + (x -2y + z) (Q, 0, 1) 


Satisfeitas as duas condições de base, mostramos que B é base do IR? 


15) No problema anterior mostramos que: 
B= ((1,2.3).(0, 1. 2), (0, 0. 1)? 
é uma base do IR? 
a) Determinar o vetor<oordenada e a matriz-coordenada de v=(5,4,2) em relação a B. 


b) Determinar o vetor v€ IR? cujo vetor-coordenada em relação a В é vg =(2.-3,4) 


Solução 
a) Devemos encontrar escalares а,, аз. аз tais que 


(5. 4,2)= a1 (1.2, 3) + a4(0. 1. 2) +a3(0,0, 1) 


à ES 

28 + à; =4 

3a; + 2а, taz = 2 
Resolvendo o sistema, obtém-se 


4,75, à 7-6 e аз 7-1 


Portanto 4 


vg (5,-6,-1) e v= 1-6 
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Se tivéssemos aproveitado o resultado do problema anterior, onde: 
(х,у, 2)= x(1,2, 3) +(-2x + y)(0, 1. 2 + (x - 2y + 2(0,0, 1) 
teríamos imediatamente 
(5,4,2)=5(1,2,3)- 6(0, 1,2) - 140,0, 1) 
pois, messe caso: 


х=$ 
-2х+у=-2(5)+4=-6 


x-2yt2=5-M4)+2=-] 
b) Por definição de vetor-coordenada Vg = (2,23. 4), obtém-se: 
ме 2(1, 2. 3) - 300,1, 2) +4(0,0,1)= (2,1. 4) 
Observemos que em relação à base canônica 
А = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)+ 


tem-se 


v=(2,1.4)=211,0,0)+1(0.1.0)+4(0.0,1) 


16) Consideremos as seguintes subespagos do IR* 
Sı = (а,Ь, с, d/a +b+c=0} e 
S, = į (a, be dia-2b=0 e c=3d} 


Determinar 
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a) dim S, e uma base de 5, 
b) dim S, e uma base de S; 
Solução 
a) A condição 
atbtc-0 
é equivalente a: 
a--b-c 


Portanto, as variáveis livres são b, c e d. Logo, dim S, = 3, e qualquer subconjunto de 5, com 
trés vetores LI forma uma base de S,. Fagamos 


(1) b=1,c=0, d=0 
(2) b=0,e=1, d=0 
(3 b=0, с=0, d=t 
para obter os vetores 
w =(-1,1,0,0), v; =(-1,0,1,0), з = (0,0,0.1) 


O conjunto (vi, vz, va ) é uma base de S, 


b) Um vetor (a,b,c,d) € S, se a=2b e с= 3d. As variáveis livres são b e d. Logo. 
dim S; = 2, e qualquer subconjunto de S, com dois vetores LI forma uma base desse espaço 
Façamos: 


(D 5-1, d=0 e 
(2) b=0, d=1 


para obter os vetores 
w=(2.1,0,0) e v=(0,0,3,1) 


O conjunto (vi. v; | é uma base de S; 
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17) Seja S о subespaçode P; = (at? + + c/a, b, c € IR) geradopelos vetores v, = 2 - 2t + 1, 
уу=ї+2 e vs = 12-31 -1. 


Determinar: 


a) Uma base de S e dim S. 


b) Uma base de P; coma presença de у; e vs. 


Solução 


а) Para facilitar a notação, observemos que os vetores v; vz ev; em relação à base 
canônica А = (t?,t,1) de P; são: 


(a), 70.72, 1. (84 =(0,1,2) e (vs), =(1,-3,-1) 
Vejamos se esses vetores sáo LI ou LD. Para tanto, examinemos a igualdade 
avi tava tasva = 0 
ou: 
ar(1,-2, 1) + a2(0, 1, 2) +аз(1, -3, -1) =(0, 0, 0) 
ou, ainda: 
a+ a = 0 
-2а, + az- Заз = 0 
а + 2а - a3=0 
sistema que admite soluções а; # 0. 


Logo, os vetores v,,v; e уз são LD e, portanto, o conjunto (vi, V2, Y3} não é base de S, 
istoé, dim S 5 3. 


Observando que o conjunto (v,, vı} é LI (pois nenhum vetor é múltiplo escalar do 
outro), ele constitui uma base de S. Logo, dim S = 2, 
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b) Tendo em vista que dimP, = 3, precisamos acrescentar um vetor v ao conjunto 
“vi, vi) de modo que v#avı tarv. Um deles é o vetor v=t? ou (v), =(1,0,0). 
(verificação a cargo do leitor). 

Logo, o conjunto: 


Dra a 


é uma base de Р. 


18) Determinar uma base e a dimensão do espaço-solução do sistema homogêneo 


x+2y-42+31=0 
x+2y-2+2=0 


2x +4y-22+3t=0 


Solução 

O conjunto-solucáo do sistema é: 

S= {(х,у,2, 0А = 252 e x=-2y-22) 
que é um subespaço vetorial do IR^. 


Tendo em vista serem duas as variáveis livres (y е z), conclui-se que dim 5 = 2. Logo, 
qualquer subconjunto de S com dois vetores LI forma uma base de S. Façamos 


(1) у=1, 2=0 


(2) у= 0, 2=1 
para obter os vetores 
w =(-2,1,0,0) е v; =(-2,0,1, 2) 


O conjunto (v,,v;) é uma base de S. 
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29 ESPACOS VETORIAIS ISOMORFOS 
Consideremos o espaco vetorial 
VzP,- (at) + bÜ + ct + dia, be d € RJ 


e seja В = (vi, va, Va, Ya J uma base de Рз. Fixada uma base, para cada vetor v € Py, existe 
uma só quádrupla (81, 47, 23,24) Є R^ tal que: 


уау tava + азуз + ava 


Reciprocamente, dada uma quádrupla (a; , аз, aa, aa) Є IR^, existe um só vetorem P, da 
forma: 


ару T... Жада 


Assim sendo. a base В = [v,,.., v4? determina uma correspondência biunivoca entre 
os vetores de P, e as quádruplas (a,,.., aa) em IR^ 


Observemos ainda que: 


a) Se v = av +... + аду € P, corresponde a (a, aa) € IR? e w= by +... + bava € Ps 
corresponde a (by, .., ba) € IR^ então: 


vtw-(a tbi)v +. *(a, +b3)va € Pa 
corresponde a 

(ау tbi, аа t b4) € IR? 

b) Para k € IR. 

kv=(ka,)v, +... +(kaa)va € P, 
corresponde a 


(kar... каа) Є IR* 
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Assim, quando os vetores de Ps são representados como combinação linear dos vetores da 
base В = (vj, уз, Va, Va ^. a adição de vetores e a multiplicação por escalar se “comportam” 
exatamente da mesma forma como se fossem quádruplas do IRº 


Em outras palavras diríamos que a correspondência biunívoca entre Ру е IR^ preserva as 
operações de adição de vetores e multiplicação por escalar. isto é: 


(+= Y two ° (kv) = Kv) 

e, nesse caso, dizemos que os espaços P, e IR^ são isomorfos 
Observemos ainda que o espaço vetorial M(2.2) é também isomorfo ao IR^. 
De forma análoga, prova-se que 


Р, é isomorfo а IR* 
M(3.1) éisomorfoa IR? 


M(2.1) éisomorfoa IR? 
2 assim por diante 
De um modo geral. tem-se 


“бе V é um espaço vetorial sobre IR e dimV = n, então V e IR" são isomorfos." 


2.10 PROBLEMAS PROPOSTOS 
Nos problemas 1 a 7 apresenta-se um conjunto com as operações de adição e multiplicação 
por escalar nele definidas. Verificar quais deles são espaços vetoriais. Para aqueles que não são 


espaços vetoriais, citar os axiomas que não se verificam. 


l R? (x,y,z) tix, y, 2)=(x+x, ужу. tz) 
k(x, y, z) =(0,0,0) 


2) [(X, 2x, 3x); x € IR? com as operações usuais 


3) IR? (a, b) * (c. d) = (a. b) е a(a, b) = (aa, ab) 
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Y / RhG,ytG. y)5G*x,y*y) e a(x y) = (^x, a? y) 
5) RhG,ybM (х,у) =(х+х,у+у) e alx, y) = (ах, 0) 
6) А={(х,у) Є RR2/y= 5x? comas operações usuais 


7) 0 a 
A= € M(2, 2)a, b € IR | com as operações usuais 


Nos problemas 8 a 13 são apresentados subconjuntos de 18°. Verificar quais deles são 
subespaços vetoriais do IR? relativamente às operações de adição e multiplicação por escalar 


usuais. 
8 S= 1(х,у)ју=-х) 

9 S=((x,x));x € R} 

10 S= {(х, у)/х + 3у=0} 

П) S= ((y,y y € R) 

12 $={(х,ууу=х+1} 

13 S= ((x,y)/x2 0) 

Nos problemas 14 а 25 são apresentados subconjuntos de Ш. Verificar quais são seus 
subespaços em relação às operações de adição e multiplicação por escalar usuais. Para os que são 
subespaços, mostrar que as duas condições estão satisfeitas. Caso contrário, citar um con- 
tra-exemplo. 

H) 5= (x y, zZ)x-4dy e 2=0) 
15) S=((x,y.2)/z=2x-y) 
16) S-((x у, 2)/х= zi) 


17) 5= {(х, у, /у=х+2 е2=0} 
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$={(х,х,х);хЄ IR) 


S= ((x,x,0)/x € R} 


S=[(x,y.2)/xy=0> 


S=((x,y,27/x=0 e y=121) 


S=[(x,-3x,4x);x€ R} 


S=((x,y,2)/x20) 


5= {(х, у, lx + y +2=0> 


S= [(4t, 2t, -t);tE R} 


Verificar se os subconjuntos abaixo são subespaços de M(2, 2): 


a) S= 


b) S= 


с) S= 


d S= 


b 

je=zatbed=0 
d 
b 

; а,Ь,с € IR f (matrizes triangulares superiores) 
с 
q 
b 

;2b,c€ ІБ (matrizes simétricas) 
c 

atb 
;ab € IR 
b 
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a 1 
е) S= ¡a,beR 
tia b 
a b 
fs- ; ad-bc #0 (conjunto de matrizes inversiveis) 
c d 
27) Sejam os vetores u= (2, -3, 2) e v7 (-1, 2, 4) em Rš. 
a) Escrever o vetor w = (7, -11, 2) como combinação linear de u e v 
b) Para que valor de k o vetor (-8, 14, k) é combinação linear de u e v? 
c) Determinar uma condição entre a.b е с para que o vetor (a, b. c) seja uma combi- 
nação linear de u e v. 
28) Consideremos no espaço P; = (at +bt+c/a,b,c € IR? os vetores p, 7 t - 2t* 1. 
p=t+2e p=2P-2 
a) Escrever o vetor p = 512 - $1+7 como combinação linear de pj, p; e ps 
b) Escrever o vetor p = 5t* - 51+ 7 como combinação linear de p, e p; 
с) Determinar uma condição para a, b e c de modo que o vetor at? +bt+c seja 
combinação linear de p; e рз 
d) É possível escrever py como combinação linear de p; e рз? 
29) Seja o espaço vetorial M(2, 2) e os vetores 


Espaços vetoriais 91 


30) 


31) 


32) 


33) 


34) 


Escrever o vetor 


como combinação linear dos vetores Vi, Vz e va. 
Escrever o vetor O € IR? como combinação linear dos vetores 
а) v1=(1,3) e w =(2, 6) 

b) vı =(1,3) e w=(2,5) 


Sejam os vetores v, = (-1, 2, 1), va =(1,0,2) e vs = (-2, -1,0). Expressar cada um dos 
vetores u = (-8, 4, 1), v=(0,2,3)e w=(0,0,0) como combinação linear de vi. v; e Va 


Expresar o vetor u-(-1,4,-4,6) € IR^ como combinação linear dos vetores 
w 7(3.-3,1,0), у = (0, 1,-1,2) e va =(1,-1,0,0). 


Seja S o subespaço do IR* definido por: 

S= {(х.у,2,0) € R'ixtly-z=0e t=0) 
Pergunta-se 

a) (-1,2,3,0) € S? 


b) (3,1,4,0) € S? 


ey (1.1,1,D € 5° 


Seja S osubespaço de M(2. 2): 
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Pergunta-se : 
5 6 

a) es 
f ЖЧ 


-4 “k 
2 -3 
pertengaa S? 


35) Determinar os subespaços do IR^ gerados pelos seguintes conjuntos: 
a) A= (Q,-1.3)] 
b} A2 [(-1,3, 2), (2, -2,1)} 
€ A= ((1,0, 1), (0, 1, 1, (-1,1,0)) 
d) A= [(-1,1,0),(0, 1, -2), (22,3, 1)} 
e) A= 1(1,2,-D,(-1, 1, 0), (-3, 0, 1), (-2, -1 DJ. 


f) А={(1,2,-1),(-1, Ł 0), (0, 0, 2), (-2, 1, 0)) 


36) Seja o conjunto А = (v, уз }, sendo v, = (-1, 3, -1) e у; = (1, -2, 4). 
Determinar: 


a) O subespaço G(A). 


b) O valor de k para que o vetor у= (5, К, 11) pertençaa G(A). 


37) Sejam os vetores v, =(1,1,1), v; =(1,2,0) e va =(1,3,-D. Se (3,-1,K)€ [v Y2; уз], 
qual o valor de k? 
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38) 


39) 


40) 
41) 


42) 


43) 


44) 


45) 


46) 


Determinar os subespagos de P; (espaço vetorial dos polinômios de grau <2) gerados 
pelos seguíntes vetores: 


а) pi = 2X +2, р c -X! tx £3 e ps = x! +2х 
bpx'p-x'tx 
9) р =1, px ру = х? 


Determinar o subespago G(A) para А = ( (1, -2), (-2, 4]. O que representa geometrica- 
camente esse subespaco? 


Mostrar que os vetores v, = (2, 1) e v; = (1, 1) geram o IR?.. 
Mostrar que os vetores v, = (1, 1, 1), v; = (0,1,1) e vs = (0, 0,1) geram o IR?. 


Seja o espaço vetorial M(2,2). Determinar seus subespaços gerados pelos vetores 


-1 2 2 à) 
a) w = ew 
i 0 -1 -1 
-1 о 1 -1 0 1 7 
b) w = ‚ wa ev 
0 1 0 0 1 0 


Determinar o subespaço de P; (espaço dos polinômios de grau < 3) gerado pelos vetores 
ру =х9+2х®-х+3 ер =-2x3 - х2 + 3x + 2, 


Determinar o subespaço de IR^ gerado pelos vetores u = (2, -1,1,4), у= (3, 3,-3,6) е 
w=(0,4,-4,0). 


Verificar se o vetor v=(-1,-3,2,0) pertence ao subespago do IR gerado pelos vetores 
v =(2,-1,3,0) v; =(1,0,1,0) e va =(0, 1, -1, 0). 


Classificar os seguintes subconjuntos do IR? em LI ou LD: 


a 11,39) 
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b) (0,3,0,9) 
9 {(2, -1),(3,5)} 
Ф (а, 0), (-1, 1), (3, 5)} 


47) Classificar os seguintes subconjuntos do IR? em Li ou LD: 


a) ((2,-1,3)) 

b) {(@,-1,1),(-1,1,1)} 

c) ((2,-1,0),(-1, 3, 0). (3, 5,0)? 
d) ((2,1,3),(0,0,0),(1.5,2)) 
e) (0,2, -1), (2, 4, -2), (1, 3,0)) 


(1,-L, -2), (2, 1, 1), (-Ł, 0, 3)} 


в) ((1, 2. -1), (1,0,0), (0,1, 2), (3, -1,2)) 


48) Quais dos seguintes conjuntos de vetores pertencentes ao Р, são LD? 
а) 2*x-x',-A-x t Ax x+ 2х? 
b)lI-x*2x', x -x?, х? 
с) *3x tx, 2-x -x! 1 +2х - 3х2, -2 + х € 3x? 


d)x!-x*1,x!*2x 


49) Quais dos seguintes conjuntos de vetores do IR^ são LD? 
a) (2, 1,0, 0), (1,0, 2, 1), (-1, 2, 0, -1) 
b) (0,1,0, -}), (1, 1,1, 1), (-1. 2.0, 1), (1, 2, 1, 0) 
с) (1, -1, 0, 0), (O, 1,0,0), (0, 0, 1, -1), (1, 2, 1, -2) 


d) (1, 1,2,4), (2, -1,-4. 2). (0. -1,-3,1), (2, L, 1,5) 
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50) 


51) 


Sendo V o espaço vetorial das matrizes 2 x 3, verificar se (A, B, C) é Ll ou LD. 
sendo 


1 
M 
o 
M 
o 


Determinar o valor de k para que seja L] o conjunto 
(61,0,2). 0,1, D,(k,-2,0) ) 


Determinar k para que 


1 0 Ta 1 [a -1 
1 0 0 0 E 0 
seja LD 


Mostrar que são LD os vetores Уу. у € va, com v, e v; vetores arbitrários de um 
espaço vetorial V e v4 = 2v - Ya 


Mostrar que se u, v e w são 11, então u * v, utw e v + w são também LI. 
Sendo v; =(1,2) € R?, determinar v, € IR^ tal que { м, Y2} seja base de R? 
Verificar quais dos seguintes conjuntos de vetores formam base do R? 


а) {0, 2), (-1,3)} с) (0,0,0,3)] 


b) (68, -6), (4, 8)) d) {(3,-1), (2, 3)} 
Para que valores de k o conjunto 8= ( (1, k), (k, 4) } é base do R?? 


O conjunto $= {(2, -1), (-3,2)} é uma base do IR?. Escrever o vetor genérico do 
IR? como combinação linear de $ 
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59) Quais dos seguintes conjuntos de vetores formam uma base do 2° 
а) (1,1,-1), (2,-1,0), (3,2,0) 
b) (1,0, 1), (0, -1, 2), (-2,1,-4) 
€) (2, 1, -1), (-1,0, 1), (0,0, 1) 
d) (1,2,3), (4, 1,2) 


€) (0, -1, 2), (2,1,3), (-1,0, 1), (4, -1, 2) 


60) Quais dos seguintes conjuntos de vetores formam base de Pz? 
а) 28 +1-4, C - 301 
b) 1,t, ° 
92,1-x,Itx 
DER, xa x? 


e) 1+x, x-x', 1+2x -x? 


61) Mostrar que o conjunto 


é uma base de M(2, 2). 


62) Mostrar que o conjunto 
(C, 1,0, 0), (0, 0, 1, 1), (1, 0,0, 3), (0, 0, 0, 5)} 


é base do IR. 
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63) 


64) 


65) 


66) 


67) 


68) 


69) 


70) 


O conjunto 
А= {10,202 -1+3, 0 - 3 +4t-1) 
é base de P4? Justificar. 


Mostrar que os vetores v, =(1,1,1), va =(1,2,3), v = (3,0,2) e va = (2, -1, 1) geram 
о IR? е encontrar uma base dentre os vetores vi, V5, Уз € Va. 


Mostrar que os polinômios p; = 1 + 2x -3x?, pa = 1 -3x 2x? e py = 2- x £5x^ formam 
uma base do espaço dos polinômios de grau <2 e calcular o vetor-coordenada de 


p=-2 - 9х - 13x? na base B= {р;, pa. Pa). 


Determinar uma base do subespago do IR gerado pelos vetores v, = (1, -1, 0, 0), 
w 7(2, 2, 2, 1), va =(-1,1,2,1) e v. 7(0,0,4, 2). 


Seja V = IR? eo conjunto 

B= ((0,1,),0,1,0,(1,2,1)) CR? 

a) Mostrar que В não € base do R°. 

b) Determinar uma base do IR? que possua dois elementos de B. 
Determinar o vetor coordenada de v = (6, 2) em relação às seguintes bases: 
a = ((3,0),(0, 2) ) y = ((1,0), (0, 1)) 

B= {0 2,2, D} 8 ={0 D, (1,0} 


No espaço vetorial IR*, consideremos a seguinte base: В = { (1,0, 0), (0, 1, 0), (1, -1, 1}. 
Determinar о vetor coordenada de v € IR? em relação à base В зе: 


а) у= (2, 3,4). b) v=(3,5,6), с) v7(1,-1,1) 


Seja A=(3,2x,-x? ) umabase de Pz. Determinar o vetor-coordenada de v 7 6- 4x + з? 
em relação à base А. 
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71) Sejam os vetores v, =(1,0,-1), v; 2 (1,2, 1) e v, = (0, -1,0) do IR? 
a) Mostrar que B = (vi, vz, v, + € base do IR? 


b) Escrever ei = (1, 0, 0). e; = (0,1,0), es=(0,0,1) como combinação linear dos 
vetores da base B. 


72) Determinar a dimensão e uma base para cada um dos seguintes espaços vetoriais: 
а) (G,y,z) € IR fy 3x) 
b) {(х, у, 2) Є IR?/y= 5x ez-0] 
©) (x,y) € RUx+y=0: 
d ((xy,7) € R?ix=3y e z=-y) 
e) { (х,у, 2 € IP 2x-y*3220) 
f) {(х,у,2) € Rijz=0> 


73) Determinar a dimensáo e uma base para cada um dos seguintes subespaços vetoriais de 


MQ,2) 
a b 

a) ; b=atc e dec 
c d 
[a b | 

b) y b-a*c 
с d 
= dos y 
a b 

c) : csa-3b e d=0 
© 4 


Espaços vetoriais 


99 


74) 


75) 


d) patd=b+e 


Seja o subespaço S de M(2, 2): 


S= je=atb e d=a 


a) Qual a dimensão de S? 


b) O conjunto 


é uma base de S? Justificar 
Encontrar uma base e a dimensão do espaço-solução dos sistemas: 


xt2y-2z- 1-0 
a) 2x+4y+ z* 1=0 
x+2y+32+2t=0 


x+2y- 2+3t=0 
b) $ 2x- y+ z- 10 
4x+3y- 2+5t =0 


x-2y- 2=0 
с) 2x+ у+32= 0 


х+3у +42 = 0 
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2x *2y -3z=0 
d) x- y~ z=0 
3x+2y+ 2=0 


x+ y-2z+ t=0 


9) | xxey-aze2t20 


2.10.1 Respostas de Problemas Propostos 


1. Não é espaço vetorial. Falha o axioma M4 

2. O conjunto é um espaço vetorial 

3. Não é espaço vetorial, Falham os axiomas Аз, As e A4 
4. Não é espaço vetorial. Falha o axioma M; 

5. Não é espaço vetorial. Falha o axioma M4 

6. O conjunto é um espaço vetorial 

7. О conjunto é um espaço vetorial 

8. S é subespaço 


9. S não é subespaço 


10. É 
п. É 
12. Nãoé 
13. Nãoé 
14. É 
15. É 


16. Náoé 
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28. 


30. 


3l. 


Não é 


São subespaços: a), b), с), d) 
а) w = 3u-v 

b k= 12 

€) 16a + 10b-c=0 
a) p= 3pi f 2p2 + pa 
b) impossível 

с) а+22-с=0 

d) não é possível 

v= dv, + Зу, - 299 

а) 022v tw 

b) 0= 0v; *0v; 


US Зур ~ v2 + 2v3 
vov, tw 


w= буу + Ovo + 0v3 
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32. у= + 3v, + 2v3 
33. a) sim b) não c) não 
34. а) sim b) k = -2 
35. a) {(х,у,2) € IP x = -2y e 2=-3y) 
b) ((x, y, z) € Ix + Sy -42=0) 
c) {(х, у, 2) € R'ix*y-z-0) 
DR? 
e) ((x,y,z) € R'x+y+3=0) 
fm 
36 a) G(A) = (( y, z) € IR? 10x + 3y -2= 0} 
b)k=-13 
31. k=7 
38. a) (ax? + bx +cf/b=2a +c) 
b) (ax? + baja, b € R} 
c) P 
39. ((xy)€ Rifys 2x] 
Representa uma reta que passa pela origem. 
4€. ysa- Dt Cx 200,0 
4l. (x,y,z)= хур t(y -X)v; + (z - y) Ya 


42. a b 
a) ; b=-2a-5d e c--a-d 
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43 


44. 


45 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 


51. 


52 


55. 


56. 


57 


58. 


59, 


60. 


b) ratb-c+d=0 


[ax* +bx? +0x+d/b=5a+3c e d= lla+8c} 


[Gy z 0/2xy-t0 e ytz=0: 
Pertence. 
a) LI b) LD e) LI 


a) LI b) LI c) LD 


e) LD nu 2) LD 


vw Фур, Vk € IR 
а, d 

кж+2 

(х, у) = (2х + Зу) (2,-1) +(x + 2у) (-3, 2) 
а), c) 


b), c), d) 


d LD 


d) LD 
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63. Não. G(A)= R°. 
64. Base: [vi, уз, уз} 
65. pg=(1,5,-4) 

66. Ота base: (vi, v; ). 


67. Uma base: { (0, 1, 1), (1, 1, 0), (0,0, 1) 1 


68 


69. а) vg =(-2,1,4) 
b) v = (-3,11, 6) 
c) ув = (0,0, 1) 
70. v. 5Q,-2,-3) 
71. a) Bé Lle V(xy,z) € 15 
(к, у,2) = 2 Eu tm +(х- y tz)vs 


b) e, = ied 


2 Và ЖУЗ 
ez =-v3 
e Hs ds жуз 
72. a) dim:2 d) dim:1 
b) dim: 1 e) dim: 2 
e) dim: 1 f) dim:2 


As bases ficarão a cargo do leitor. 
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73. a) dim:2 с) dim: 2 
b) dim: 3 d) dim: 3 
As bases ficaráo a cargo do leitor. 


74. а) 2 


b) Não, porque 


75. a) dim:2 
uma base: { (1, 0, 3, -5), (0, 1,6, -10)) 
b) dim:2 
uma base: { (0, -2, -1, 1), (1, -3, -5, 0)) 
€) dim: 1 
uma base: { (1, 1, -1)] 
d) dim: zero 
não existe base 
e) dim:3 
uma base: ((-1, 0, 0, 1), (-1, 1,0,0), (2,0, 1,0)) 


CAPÍTULO 


ESPAÇOS VETORIAIS 
EUCLIDIANOS 


31 PRODUTO INTERNO EM ESPAÇOS VETORIAIS 


No Capítulo 1, foi definido o produto escalar ou produto interno usual de dois vetores 
по IR? eno IR? e foram estabelecidas, por meio desse produto, algumas propriedades geomé- 
tricas daqueles vetores. Agora pretende-se generalizar o conceito de produto interno e, a partir 
dessa generalização, definir as noções de comprimento, distância e ângulo em espaços vetoriais 


mais genéricos. 


Chama-se produto interno no espaço vetorial V uma função de V < V em IR que a 
todo par de vetores (и, у) Є V x V associa um número real, indicado por u.v ou <u, v>. 
tal que os seguintes axiomas sejam verificados 


Pju.v=v.u 
Pa} ш. (уж) = иужо м 
Ps) (wu) .v =a (u . v) para todo real o 


Pa) u.u20 е u.u=0 se, e somente se, u = 0 


Observações 


a) O número real ш. v é chamado produto interno dos vetores u е v 


b) Dos quatro axiomas da definição acima decorrem as propriedades: 
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D 0.u=u.0=0, Vu € V 
H) (utv).w7u.wtv.w 
UD и. (ау) =a(u.v) 
Iv) и. (у tw t... tv.) uv +u vt... ayy 


Fica a cargo do leitor a demonstração dessas propriedades. 


Exemplos 


1 


No espaço vetorial V = IR2, a função que associa a cada par de vetores и = (xi, yi) е 
у= (ха, y2) о número real 


u.v7 3x1X4 + 4y1Y2 


é'um produto interno. 
De fato: 
Pi) u.v2 3xiX; + 4y1Y2 


u,v73xjx, + Ayay: 
Bru 


Р) Se w = (xs, ya), então: 


u.(vtw)= (хуз). (Xa + Xs, Y2 + Ya) 
u.(vtw)*3xi(x, tx) + Ayi(Ya + ya) 

u. (v+ w) = xix + 4y1Y2) +(3x1X3 + 47,73) 
u.(vtw)su.vtu.w 


Ps) (au). v = (axi, ауз). (X2, Y2) 
(ou). у= 3(&x1) x + 4(ау,)у› 
(au). у = а(3х;хә + 4y y>) 
(au). v-a(u. v) 


Pa) ш.ш = 3x,xp + булуг = 3X +4y12 O е 
u.u=3x]+4y]=0 se esomentese, x, = yi = 0, 


istoé se u= (0, 0) = 0 
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Observação 


O produto interno que acabamos de apresentar é diferente do produto interno usual no 
IR?, Este seria definido por: 


UY X1X2 tyiys 


donde se depreende ser possível a existência de mais de um produto interno num mesmo espaço 
vetorial, 


2) Se u=(x1,y1, Zi) е у= (X2, ya, 22) são vetores quaisquer do IR?, o número real 
U.VEXIX *yiYa +242; 


define o produto interno usual no R. 


De forma anáioga 
UV Y * хуз +... + ху, 


com US (X1,Xz2, 0, Xp) € у= (уз, Уз. yak define o produto interno usual no IR”, 


3) Sejam V=P,, р=а,х®+аүх+а, eq-b,x? +b,x+bo vetores quaisquer de Po. 
A fórmula 


p.q=abo ta, b, + agbo 


define um produto interno em P;. 


Por exemplo, se: 

р= 3х? -4х+2 e q=? + 3x- 1, 
então: 
p.973(2-4(3*2(---8 
Observemos que 


p.q72,bi tab; 


não define, sobre V, um produto interno. Nesse caso, falha o axioma Pa, pois existem 
polinômios p € V tais que p.p= 0, sem que p=0. Por exemplo, p=0x? +0x+3. 
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4) 


5) 


3.1.1 


Seja V o espaço das funções reais contínuas no intervalo [a, b]. 
Se f e g pertencema V, 
b 

f.g= | 169 в(х) dx 
define sobre V um produto interno. (A verificação dos quatro axiomas fica a cargo do 
leitor.) 
O número 
u.v52xix; tyy 
sendo и = (x,, y;) e v ^ (x;, y2), não define no R? um produto interno. 
Nesse caso não se verificam os axiomas P, e Pz. Considerando o axioma P3, tem-se: 
(ou). v 7 (ах, у). (ха, уг) = 20x, 2 +0? ytyi 
enquanto: 
a(u.v) -aQxix, + y1y2) = 2axix; +ay iy) 
e, portanto: 


(au). v*a(u, v) 


Problemas Resolvidos 
Em relação ao produto interno usual do IR?, calcular u.v sendo dados: 
a)u=(-3,4) e v=(5,-2) 
b)u-(6,-De = (1, -4) 


с) u=(2,3) e v=(0,0) 
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Solução 
a) u. v7 -3(5) *4(-2) = -15 - 8 = -23 
b) u v=6(})-164)=3+4=7 
с) u.v=2(0)+3(0)=0+0=0 
2) Рага os mesmos vetores do exercício anterior. calcular v .v em relação ao produto interno 
do exemplo 1: 


u.v73x,x, t dy, y; 


Solucáo 
a) u. v= 3(-3(5) t 4(4)(-2 = -45 - 32 = -77 
b) u. v= 360 C) + &(-1)(-4)= 9+16=25 


c) ш.у= 3(2)(0) + 4(3)(0)=0+0=0 


3) Consideremos o IR? munido do produto interno usual. 
Sendo v, = (1,2, -3), у =(3,-1.-1) e v3=(2,-2, 0) de IR?, determinar о 
vetor u talque u.v; =4, u.v =6 e u.v 72. 
Solução 
Seja u= (x. y, z} 
Então: 


(x, y, Z) .(1,2,-3)=4 
(х, у, 2). (3, -1,-1)= 6 
(x, y, 2) . (2, -2,0)= 2 
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Efetuando os produtos internos indicados, resulta o sistema. 


x+2y-32=4 
3x- y- 226 


2х - 2y = 


cuja solugáoé x73. y ^2 e 2=1 


Logo, o vetor procurado é u = (3, 2, 1). 


Seja V = (f: [0,1] + IR, f € contínua) o espaço vetorial munido do produto interno 


4) 
n 
f d f(0 g(0 dt 
0 
Determinar h; hz e h,.hy, taisque h,.h, € V e hi(t)= t e ho(D2 Ú 
Solução 


7 1 1 
al hih = [rone f tdt = Es 
о o o 
i 1 : B E 
bh.h= а) t.tdt- vas Ç], "x 
o o 0 dias sá 


3.2 ESPACO VETORIAL EUCLIDIANO 


Um espaço vetorial real, de dimensão finita, no qual está definido um produto interno. é 
um espaço vetorial euclidiano. Neste capítulo serão considerados somente espaços vetoriais 


euclidianos. 
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33 MÓDULO DE UM VETOR 


Dado um vetor v de um espaço vetorial euclidiano V, chama-se módulo, norma ou 
comprimento de v o número real não-negativo, indicado por |v|, definido por: 


Observemos que se u^ (X1, yi, zi) for um vetor do IR? com produto interno usual, 
tem-se; 


lul = Qu yis а) ya) = Мужа (33) 


3.3.1 Distância entre dois vetores 


Chama-se distância entre dois vetores (ou pontos) u e v o número real representado 
por d(u, v) e definido por: 


d(u v) -1u- v| 


Sendo u7(Xi, yi. 21) е у= (X), уз. 22) vetores do IR? com produto interno usual, 
tem-se: 


абы, )-lu-vl = (xy -X Yi - yz, 2 -22)] 


ou: 


d(u 9) = М G5 -XY + (у - yz P + (24 = 22 ° (3.3.1) 


Observações 


1)8e Ivt=1, isto é v.v=] o vetor v é chamado vetor unitário. Diz-se, nesse 
caso, que v está normalizado. 


2) Todo vetor não-nulo v E V pode ser normalizado, fazendo: 


АК 
ses 
Ivi 
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Observemos que: 


Iv? 


TI 


an 
e, portanto, — é unitário. 


Ivi 
Exemplo 
Consideremos o espaço V = IR? com o produto interno уз. vz ^ 3x;x2 + 2y1ya + 2172, 


sendo v, =(X1,Y1,21) € у; ^ G5. уз, 22). Dado o vetor v=(-2,1,2) € IR?, em relação a 
esse produto interno tem-se: 


vie 2,52). 021,2) = J| 32 «20 +22 = 126264 = 4/18 
enormalizando v, resulta: 


Yu h2., 2 1 2) 
Ivl 18 M18 18 ^ I8" 


Observemos que, relativamente ao produto interno usual, tem-se: 


Iv12 4/C2,1,2).. 02,12) = V(-2} +17 +22 = 4415473 


2 
3 


É importante observar que o módulo depende do produto interno utilizado, Se o produto 


interno muda, o módulo também se modifica 


3 E LENS E z PE 
Assim, fica claro que os dois vetores jy acima, obtidos a partir de v, são unitários, cada um 
| 


em relação ao respectivo produto interno. 


3.3.2 Propriedades do Módulo de um Vetor 


Seja V um espaço vetorial euclidiano. 


D iv120, Vv € V e ivi=0. se,e somente se, v = 0. 
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Essa propriedade é uma conseqüéncia de P4 

ID lavi=jallvl, Vv € V, Ve € IR 

De fato 

lavi V/ (av) (av) = Va (v.v) = lal VV = lallvi 
Ш) ju.vi& о У, Vu ve V 


Se u=0 ou v=0, vale a igualdade Ju. v| =[|ul|v/=0. 


Se nem u nem v são nulos, para qualquer о Є IR vale a desigualdade 
(и+оу). (utav) > 0 


pelo axioma Py 


Efetuando o produto interno, vem 
u.u*u.(av)* (av. u)* o? (v. v) 2 0 
ou 


iva? 200. уђа+ іу 2 0 


Obtivemos assim um trinómio do 29 grau em а (pois v] = 0). que deve ser positivo 
para qualquer valor de а. Como o coeficiente de a? é sempre positivo, o discriminante desse 


trinômio deve ser negativo ou nulo: 
Qu. v? - 41У 1210260 
4(u.v -Alul? Ivi? < O 
(mu. vy € iui? |v P? 
Considerando a raiz quadrada positiva de ambos os membros dessa desigualdade, vem 


Iu.vis оу 
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Essa desigualdade é conhecida com o nome de Desigualdade de Schwarz ou Inequação 
de Cauchy-Schwarz. 


IV) lu+vis Jul + ivi, Vu ve V 
De fato 


iu+tv|= V(utv).(u*v) 


SIONIS 
lutv|= u.ut2(u. v) 


futv 2 1ul? £2(u vb +; v 2 


mas 
v.v & Ju.vl| < lIul]vl 
logo 
Lu*tvi? Slul? *2iu| vs. 2 
ou 
luty? < ож туо) 
ou, ainda 


lutvi&]ul*Iv 


Figura 3.3.2 
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Essa desigualdade, denominada desigualdade triangular, vista no IR? ou no IR? confirma 
a propriedade geométrica de que, num triângulo, a soma dos comprimentos de dois lados é maior 
que o comprimento do terceiro lado (Figura 3.3.2) 


A igualdade somente ocorre quando os dois vetores ue y são colineares 


34 . ÂNGULO DE DOIS VETORES 


Sejam u e v vetores não-nulos de um espaço vetorial euclidiano V. 


A desigualdade de Schwarz 
lu.v|<lulivi 


pode ser escrita assim: 


ju. vl 
оу 
ou: 
u.v | 
ПИШЕ 
o que implica: 
u,v 
-1< 
ЕКА 


Por esse motivo, pode-se dizer que а fração 


u.v 


Іоу 


é igual ao со-ѕепо de um ángulo 0. denominado ângulo dos vetores u e v 


cosg= = , 0<0<n 


Observemos que essa fórmula coincide com a (1.7.1) para o cálculo do ângulo de dois 
vetores no IR? (ou com a fórmula VI do item 1.9 do IR?), considerando o produto interno 


usual. 
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3.4.1 Problemas Resolvidos 


5) Consideremos o IR? com o produto interno usual. Determinar a componente c do vetor 
у= (6, -3, с) tal que [v i= 7. 


Solução 
|v|=//62 +(-32 +0 = 7 
36 +9 +c? = 49 
c= 4 
rd 


с 


6) Seja o produto interno usual по IR? e по Rš. Determinar o ángulo entre os seguintes 
pares de vetores: 


a) ш= (2,1,-5) е  v=(5,0,2) 
b)u=(1,-1 


e v=(2,0,1,-2) 


Solução 


a) lul= 27 € 1? € C8y 2/30 
[ур 5 +22 = 29 


u.v = 205) *1(0) 302) =0 


b lul=V 1 +1+4+9 =yT3 
Ivl V AFITE =3 


u.v= 1(2)-1(0) +201) +3 (22) =-2 
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) 


8 = arc cos (- 


4 2: 
М5 x3 ^ 3415 


7) Seja V um espaço vetorial euclidiano e u, v € V. Determinar o co-seno do ángulo entre 
Os vetores и e v, sabendo que іи; = 3. |v|=7 e lutv|=445. 


Solução 


lu+vl=V(u+ v) (и +w) 


оу: 

lu*tvi? siu? +2и v+|v 2 
e 

(4V5P 233 tu. v + 7 

80-29 *2u.v*49 

2u.v- 80- 58 

Qu.v=22 

uve] - 
logo 

a ш pl 


їй, 
ІУ 3x7 21 


8) Consideremos, no R, о produto interno definido por vj.vi 73xix; *yiy;, sendo 
Vi Gu yi) € v; = (ха, уз). Em relação a esse produto interno, determinar um vetor v 


tal que: 


lvi=4, v.u=10 e u=(1,-2) 
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Solução 


Seja v = (x, y). Então: 


[у= 33? +y?=4 5. 3x2 ey! = 16 


v.u=3x-2y=10 


Resolvendo o sistema 


3x! y2 = 16 


Зх - 2y = 10 
obteremos: 
6 26 
= = =2 OMNIS 
x72 e y=-2 ou x=— e y 7 


logo 


3.5 VETORES ORTOGONAIS 
Seja V um espaço vetorial euclidiano. 


Diz-se que dois vetores u e v de V são ortogonais, e se representa por ulv, se, e 


somente se, u. v= б. 


Exemplo 


Seja V=IR? um espaço vetorial euclidiano em relação ao produto interno 
1X1, Y1). (X2, Y2) =X1X2 +2y1Y2. Em relação a este produto interno, os vetores u=(-3,2) 
e v=(4,3) são ortogonais, pois: 


u.v=-3(4) *2(2) ( = 0 
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Observações 


1) O vetor 0 € V é ortogonal a qualquer v € V: 


De fato 


0.v=(0v).v=0(v.v)=0 


" 
o 


2)Se u i v, então aut v para todo a € IR 


3)Se u i v e u l v, então (u, +u2)1 y 


36 CONJUNTO ORTOGONAL DE VETORES 


Seja V um espaço vetorial euclidiano. 


Diz-se que um conjunto de vetores (v1, v2, .... va? 
quaisquer, distintos, são ortogonais, isto €, v; . 


Exemplo 


No 18°. o conjunto 


idl, 2. 3), (3,0. 1) (1, -5, -3)) 


0 para 


é ortogonal em relação ao produto interno usual, pois 


.2 


. 0. 


273). .0, 1) 
-3) 0,-5.-3)2 0 
. 1) (1.-5.-3) 


0 


0 


CV é ortogonal se dois vetores 
i=j 
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3.6.1 Teorema 


Um conjunto ortogonal de vetores não-nuios А = (v,,v5,.., Va} é linearmente inde- 
pendente (LI). 


De fato 


Consideremos a igualdade 


азу + dava +. tanto 
e façamos o produto interno de ambos os membros da igualdade por vj: 


(а м жазм + жа) м0 ч 


ош: 


aii vt talo ov t... аур vi) 0 


Como А é ortogonal, vj.v;=0 para j+*i e v.v; +0, pois v, 0 Então. 
aj. v) = O implica а; =0 para i= 1.2... n. Logo. A= 2, Va... Wn} é LL 


3.6.2 Base Ortogonal 


Diz-se que uma base (vi... Vp? de V é ortogonal se os seus vetores são dois a dois 
ortogonais. 


Assim, levando em conta o teorema anterior, se dim V = n, qualquer conjunto de n vetores 
não-nulos e dois a dois ortogonais, constitui uma base ortogonal. Por exemplo, o conjunto apre- 


sentado no exemplo anterior 


1(1,2,-3),(3.0, D. (1.-S. -3)) 


= uma base ortogonal do IR? 


122 Álgebra linea 


3.6.2.1 Base Ortonormal 


Uma base В = (vi, vz, .... Yn} de um espaço vetorial euclidiano V é ortonormal se B é 
ortogonal e todos os seus vetores são unitários, isto é: 


O para i= j 


1 para i = j 


Exemplos 
Em relação ao produto interno usual, o conjunto: 


1) B= {(1, 0), (0, 1)} é uma base ortonormal do R? (é a base canónica): 


УЗ 


» B ya 


D ed, M3) é também base ortonormal do R? (verificar!); 
7 


3) B= {(1, 0, 0), (0, 1,0), (0,0, 1)} é uma base ortonormal do IR? (é a base canônica); 


4) B= {u,, uz, шэ}. sendo boobs ) 
> (0, - і 1 
p e us =(0,-— ,——). 


é também base ortonormal do R?, pois 


Шу. Uz =U; . иу 2472.0350 


Uy . U; = Uz . Uz = уз. 0з =} 


As bases ortonormais são particularmente importantes, como ainda veremos. 
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Observação 


je 4 c WA ideia Ee 
Já vimos que se v é um vetor não-nulo, o vetor iN é unitário, Diz-se, nesse caso, que v 


MI 


está normalizado. O processo que transforma v em — chama-se normalização de v. 
Y 


Assim, uma base ortonormal sempre pode ser obtida de uma base ortogonal normalizando 
cada vetor. 

Por exemplo, a base B = (v1,Y2,Y3), sendo v =(1,1,1), v; = (-2,1,1) e vs = (0, -1, 1), 
é ortogonal em relação ao produto interno üsual. Normalizando cada vetor, obtemos: 


a onu Ob D qd obs 
Coml Утте; VT VT) уз 


weis eL 2 2 3 
? qui уа V6'v6 'V6 


va MALD ug LoL 
val YO+1+1 М? y2 


Us 
e B'= { ш, uz, из } é uma base ortonormal do IR? 


3.63 Processo de Ortogonalização de Gram-Schmidt 


Dado um espaço vetorial euclidiano V e uma base qualquer B= (vi, Vz, ~, Y, ) desse 
espaço, é possivel, a partir dessa base, determinar uma base ortogonal de V 


De fato, supondo que vi. уз, ..., Yp nào são ortogonais, considere-se 
wi = 

e determine-se o valor de а de modo que ovetor w, = v; - aw; seja ortogonal a му: 
(vj сом) w1 = 0 


v.w тат .wi)= 0 


Ya Wi 
Wr Wi 


а= 
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isto é: 


Ya. Wi 


wa = vo (22 
ОШ a n 


)w 


Assim, os vetores му e w 540 ortogonais 


Considere-se o vetor 
Wa = Va - d2W2 - à) W) 


e determine-se os valores de az e a, de maneira que o vetor ws seja ortogonal aos vetores 
wi е wo: 


(уз - aw) - arwi). w17 Ü 


(Va = a2 W3 - a wi). м =Ü 


va Wi а) (ж. Wi) - a (м.м) =0 


уз Wa аз (ма - W2) - ay (Wi - wa) = 0 


Tendo em vista que w; . w, = 0, vem 
m 
Vs Wi тацу. №) =0 
V3 ма = 820%. wa) = Ü 
° 
А87 vs W; 
ара A a 3. Wa 
Wi WI Wa W 
isto é: 
Wa Va. Wi 
м -( )wi 
wz w). w; 


Assim, Os vetores wi. W> € ws são ortogonals 
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Pode-se concluir o teorema por indução, admitindo que, por esse processo, tenham sido 
obtidos (n- 1) vetores wi, Wz, .... Wa е considerar o vetor: 


-aW - à Wa 


1 m1 70 


sendo ai, 32,48. 1 tais que o referido vetor w, seja ortogonal aos vetores wi, wo, . 


Os valores de à,,2..... à, , que aparecemem w, são: 
HE Xp И Save Q А КЕГЕ 
JS 27 $87 = 
wi Wi Wil Wa Ws Wa- Val 


Assim, a partir de В = (v, уз, ., Yn}, obtivemos a base ortogonal (wi, W2, ..., Wa). 
O processo que permite a determinação de uma base ortogonal a partir de uma base 
qualquer chama-se processo de ortogonalização de Gram-Schmidt. 


Para se obter uma base ortonormal, basta normalizar cada wi. 


obtemos a base 


(ui. uz, 


que é uma base ortonormal obtida a partir da base 


B= [v,, Vz, Mm) 


Observação 


Tendo em vista que 


VE wi wi wi 1 1 

Wy Wo Wi c Iwi lw | wil twil 

Vo W wa Wa Wa lisas 1 
a = =v = v = Y, x = (v, ш) 
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Np Wa 1 
as =- = ...= (vv ug) — 
W3. Ws | wal 
Vn - W, 1 
n-l 
Ж... Ere MAS uas osi) i 
ml wa Wa n*Un-1 Т 


Os vetores wi, W2. ..., W, podem ser expressos do seguinte modo: 


Dwy 


wi 
ID wi = va -aw = vo - {v2 шщ) — 
Iwil 


w= va - (уз. ш), 


Ш) wa = Уз - азм - аум 


ж 
E (yu) EL 


Wa = vs - (V3 . ш) 
Я КА Iwil 


Wa = va - (V3 Шо) Uz - (Va . U1) шщ 


a n 7 (Va + Чорт = (Yn + u2) - (v, u)u 


Exemplo 
Sejam vi =(1,1,1,)) vw, 200, 1,1) e v, = (0, 0, 1) vetores do R°. Esses vetores 


constituem uma base В = (vi,v;, уз } não-ortogonal em relação ao produto interno usual 
Pretendemos obter, a partir de B, uma base B'= (uy, uz, иу } que seja ortonormal. 


Solução 


w,7v7(11,1) 
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wm 41D ар 1 1, 
al М o 3 уЗ 30 уз 
va = w - ба сщ) 
= e He Q bo. 2 
"ait OLD 
2 1 Y 1 
м 00-0) 
w = 0,10-0,23) 
эь 
24 dy ELA 
code Сато) 6318 NM ES 
“Coml JZ Jô Vê VB у/6 
9'9'9 3 


va -u = (0,0,1). ERRER 
va -u = (0,0, 1). FT a 


E a Rn o... DA cd e als 
SEI Deor C e ERES SES SRI 
w-000-CL DG 
w, = (0,-5,5) 


1 1 
w 05) 0- 


A 
т ч E 2 = (0, 1 
MET Did vz USA 2 
2 
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A base В' = (us, uz, uz) é uma base ortonormal, pois: 


Шу. Ш = ц. уз = 5.034 = 0 
š 


lul=luzl=lusl=i 


3.6.4 Componentes de um Vetor numa Base Ortogonal 


Seja V um espaço vetorial euclidiano e B = (vi, ..., Yn ) uma base ortogonal de V. Para 
um vetor w € V, tem-se: 


W= ауу, +... Жау +... ауд 
Efetuando o produto interno de ambos os membros da igualdade por у, vem 


w. vi ау м) +... жабуу) +. жао Vi) 
ou 
ww ауу) pois vj. у= O para j= i 


logo: 


(3.64) 


é a expressão da i-ésima coordenada de w em relação à base B 


Exemplo 
Seja V = R? com o produto interno usual e a base ortogonal 
B=((2,1),(-1,2)) 


Calculemos as coordenadas do vetor w=(4,7) em relação a essa base B. na quat 
vı = (2, 1) e v = (-1, 2). Pretende-se calcular a, e aj tais que 


W= aw tav, 
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Utilizando a fórmula (3.6.4), vem 


элуу (47.0.0) 8*7. 


"yw (DAD 41. 
ас 922 SD. CL). 4+18 100, 
mw CL2L.CLA) т 5 
logo 
w-3v +2v 


в =(3.2) 


Como se viu, as coordenadas de w, na base canônica, são 4 е 7, enquanto na base В são 
3e2 


Observação 


No caso particular de B= ivi, a 


aj do vetor у= ауу, +... *ayv,, pela fórmula (3.6.4), são dados por 


ser uma base ortonormal de V. os coeficientes 


Assim, 


w= àw. vahyi f (w volvo t... *(W Va) Yn 


Exemplo 


A base B= í Et cb é uma base ortornormal do IR^ em relação ao produto 


interno usual. Dado v= (5,2), para encontrar a, e az tal que 


4 3 


($7 а, (® ic s 
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basta fazer: 


43 6 14 
к. Gg as sg. 
logo: 
.,23 14 
вт (50-5 


Observemos que se tivéssemos a base canônica: 


B = ((,0) (0, 1)}, 


а = (5,2).(1,0)=5 


аз = (5,2).(0,1)= 2 
e, portanto: 
ув = (5,2) 
isto é: 


(5,2)= 5(1,0)+2(0, 1) 


3.7 CONJUNTOS ORTOGONAIS 


Se S, e S, são subconjuntos náo-vazios de um espaço vetorial euclidiano V, diz-se que 
S, ё ortogonal а S}, e se representa por S; і S}, se qualquer vetor y, Є $, é ortogonal 


a qualquer vetor v; € S; 
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Exemplo 
Os conjuntos 
Sı = ((0,1,2),(0,2,4)) e $ = ((1,-2,1),(2, 2,1, (4,6, -3)) 


são ortogonais relativamente ao produto interno usual no R? (verificar!). 


37.1 Teorema 


Seja V um espaço vetorial euclidiano e B= (v, .., vp} uma base de um subespaço 5 
de V, gerado por B. 


Se um vetor u€ V é ortogonal a todos os vetores da base B, então u é ortogonal a 
qualquer vetor do subespaco S gerado por B. 


Diz-se, nesse caso, que u é ortogonal a S e se representa por u 1 S. 
De fato 

Qualquer vetor v€ S pode ser expresso por: 

у= ауу +ауу; +... t ag 


PP 


u.v=u.(ave favo +. жару) 


u. vsa (о. v) tatu. v3) +... +ap(u. ур) 
Mas, por hipótese, u.v; = 0, i=1,...,p. 
Portanto: 

u.v=0 
logo: 


ulv ou ulS 


A recíproca desse teorema não é verdadeira 
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38 COMPLEMENTO ORTOGONAL 


Seja V um espaço vetorial euclidiano e 5 um subespaço vetorial de V. Consideremos o 
subconjunto de V formado pelos vetores que são ortogonais а S: 


St = (v€ Vivi 8} 

Esse subconjunto S. de V é chamado complemento ortogonal de S. 
Vamos considerar duas propriedades: 
D S. é subespaço de V 

De fato: 

a) Se v,, v4 € 51, paraqualquer u € S, tem-se: 

мъ е vlu 
isto é: 
vj.u70 e v.n=0 
Então: 


Y .utv.u.=0 
(v tv).u=0 implica (v, + vj) € S! 


b) Analogamente, se verifica que para qualquer a € IR, av, € S! 
II) Se S é subespaço vetorial de V, então 
v=s@ s: 
istoé, V éasoma direta de S e 51 
De fato: 


Se S- (0). então $1 = V e a demonstração é imediata. 


Espaços vetoriais euclidianos 133 


Se Sx (0), para qualquer v € S N S! tem-se: 


` 
o que mostra que 

sns: = {0} 

Por outro lado, сото S é um subespaço vetorial de У, 5 pode ser considerado um espaço 


vetorial euclidiano tal como V. Nessas condições, sejam В = [e,,e2,.., ep) uma base orto- 
normal de S e y um vetor qualquer de Y. 


Tendo em vista que y . €; , Y. ёл, ..., Y - Ep são números reais, o vetor 
vi 7 (v.e,)e; t(v.e5)eo t... +(v. ep) ep 

pertence a S, e o vetor 
уз = У-У 


é ortogonal a S, isto é, pertence a S^, por ser ortogonala todos оз vetores da base B = (e1,65, ..., ep): 


Va 61 = (у-ур). е = V. Ep ур. ёр 

v.e 7 v. 6 - (v. e))ei +(v.82)e2 +. +(v.ep)ep). e 
va. e= у. ер = [(у.е,)е].е+0+.. +0 

у.е =V. e -V.G 

ж.е = 0 

Do mesmo modo: 


44.827 0, 4.647 0, 
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Assim, v= v; +v,, com w, € Se v, € 81 
Logo: 


у= $(%) s+ 


Exemplos 

1) Seja V= R? como produto interno usual e 
S= ((0,0,c)c€ IR) (eixo dos z) 
Então: 


51 = [(a,b,0)/a,b IR) (plano xOz} 


2) Seja V = IR? como produto interno usual e S = { (x, -x)/x € R) 
Então: 
S^ = (G, x)xe R; 


uma vez que (x, -х). (х, х) = x! -x° = 0 
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39 


9) 


10) 


a 


PROBLEMAS RESOLVIDOS 
Determinar o valor de m para que os vetores u=(2,m,-3) e v=(m-1,2,4) sejam 
ortogonais em relação ao produto interno usual do Rº. 
Solução 
Os vetores são ortogonais se u. v = 0. Então: 
(2. m. -3) .(m-1,2,4)=0 
2(m- 1) + т(2) - 3(4) = 0 
2m -2t2m- 12-0 


4m =14 


3 
" 
ela 


Seja У = Б? eo produto interno 


(ху, Yo 21). (X2, Уз, 5) = 2X1X2 +3yaya +2122 


Determinar um vetor unitário simultaneamente ortogonal aos vetores u= (1, 2, 1) 
e v=(1,1,1). 
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Solução 
Seja w = (х, у, z), talque wi u e wl v. Então: 
w.u=0 (х, у, 2). (1,2,1) =0 


ou 
w.v=0 (x, y, 2).(1,1,1) =0 


Com o produto interno dado, obtemos o sistema 


2xt6y *z-0 


2x+3y+2=0 


que tem por solução: 
y=0 e z--2x 


Logo, w = (х, 0, -2x) = x (1,0, -2), para x € R 


Portanto, existem infinitos vetores ortogonais simultaneamente a u e v, porém todos 
múltiplos de (1,0,-2). Para x=1, obtém-se wi -(1,0,-2) que, normalizado, resulta: 


СА (1, 0, -2) -M0D (10. 


- 2 
Iw 207 +07 +67 уве) 


11) Construir, a partir do vetor v; = (1, -2, 1), uma base ortogonal do IR? relativamente ао 
produto interno usual e obter, a partir dela, uma base ortonormal. 
Solução 
Seja B = (vi, vz, va ) a base ortogonal a ser determinada. 
Seja v; = (х, у, 2). Como v; 1 v,, tem-se: 


«S. = 0 
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437 


ou 


(х,у, 2). (1,-2, 1)=0 


x-2y+2 = 0 


Existem, portanto, infinitos vetores ortogonais а v, da forma 
Qy -z y, 2), у,2Є R 
Fazendo у= O e х= 1, obtém-se um vetor particular 


v = (-1,0,1) 


Assim, о conjunto ( vi. Vz } € ortogonal, pois v, . v; = 0. 


Para obtermos uma base ortogonal, necessitamos de mais um vetor. 


Seja vy = (a, b, c), talque v4 1 v, e vs 1 уз. Então: 


v. 70 


v0 


(a, b, c). (1, -2, 1) 20 


(a, b, с). (-1, 0,1) -0 


ou, ainda: 


a-Ib+c=0 


а te=0 


sistema de solução a=c e b=c 
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Portanto, os vetores ortogonais a v, e уз são do tipo 
(с, с, c) ce R 
Fazendo c=1, obtém-se um vetor particular: 
v= (L 1, 1) 
logo: 


B=((1,-2,1), (-1,0, 1), (1,1,1)) é uma base ortogonal do Е? com a presença do 
vetor v, = (1, -2, 1). 


Para se obter, a partir de В, uma base ortonormal, basta normalizar cada vetor de B. 


Assim: 

шщ = AY DESEN 

мр утат V6 V6 V8 

ya EAD а 1, 
ПЛИС Еа! м2` “y 

y sets Sy cq E T 


E Eu Bu УЗ 


B'- (uy, из, из } é uma base ortonormal do R? 


Esse problema, como é fácil observar, tem infinitas soluções. 


12) O conjunto B= ((1, -1), (2, b) ) é uma base ortogonal do IR? em relação ao produto 
interno: 


G1, y1) - (хо, y2) = 2X1%2 + узу» 


Calcular o valor de b e determinar, a partir de B, uma base ortonormal. 
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Solução 
Sendo B ortogonal, tem-se: 
(1,-1).Q, 0-0 
2(1)(2) -1(b)= 0 
b=4 
Portanto: 
B= ((1,-1),(2,4)) 


é ortogonal 


Normalizando cada vetor de B segundo esse produto interno, vem: 


(1, -1) MDL, 
(же V3 3 V3 
(2,4) zie. 1 2 ) 


VKiQyss4 2/6 vE’ V6 


1 1 2 


B= (A, AGR 


NENE! 


é uma base ortonormal do IR? relativamente ao produto interno dado 


13) Em relação ao produto interno usual, determinar uma base ortonormal do seguinte 
subespaço vetorial do Е? 


S= ((x,y,z)€ Riixty-z)=0 


Solução 


Basta considerar uma base de S e, posteriormente, aplicar nela o processo de Gram- 
Schmidt com a normalização de cada vetor 
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Observemos que dim S- 2 e, portanto, uma base de S tem dois vetores. Isolando x na 
igualdade: x +y +z - 0. 


vem 
x= -y+2 
Se fizermos 
(1) y=0 e z= 1 


(2) у=1 e z= 0 


obteremos os vetores v, = (1,0, 1) e v; = (-1, 1,0), sendo В = (vi, vz} uma base de S, pois 
v, e va são LI. Procuremos uma base B'= { ш, uz | que seja ortonormal. 


1 1 


b)w = va- (v2 uu = 11.0 сро m 


1 
3) 
1 1 
„= Y ERA 1 2 1 М 
as E S > , 
ж у VE VE VE 
2 
logo: 
B- сз 0.506 +, é uma base ortonormal de S 
Observação — O processo de ortogonalização de Gram-Schmidt teria sido evitado caso 


tivéssemos escolhido uma base B já ortogonal 


14) беја o produto interno usual no R* e o subespaço, de dimensão 2, 
S= [(1,1,0,-1), (1, -2,1,0)] 


Determinar Si е uma base ortonormal de S+. 
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Solução 
Umvetor v = (x,y, z, t) € S! se 
(х, y, 2, 1). (1, 1,0, -1)= 0 
(x,y,z, t). (1,-2,1,0)=0 
Daí vem o sistema: 


xt y-t-0 


x- y +2=0 
cuja solução é: 
t=x+y e 12=-1+2y 
Logo: 
St = (Guy ex ty x + y)/x y € R) 
Uma base de Si €: 
B= ((1,0,-1, 1), (0, 1, 2, 1)) 


na qual vi = (1,0, -1,1) e v; =(0,1, 2, 1). Apliquemos o processo de Gram-Schmidt à base В 
para encontrar а base ortonormal В’ = (w,,u;) 


у, _(10,-1,1)__1 1 


0,- 
EN v3 | 


a) u = 


1 
v3' 3' 3 


b) wz = vz = (Y2 . ш) щ = (0,12, 1)- 


1 
01,2 0-ck СЕЗЕ 
1,54 
= wal. 1 3 5 É 
ЕЯ 51 51751 4/51 si 
3 
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Logo: 


В'= (uu) 


é uma base ortonormal de S+. 


3.10 


1) 


2) 


3) 


PROBLEMAS PROPOSTOS 


Sejam u= (xy, y1) e у= (xx, уг). Mostrar que cada operação a seguir define um produto 
interno no R°: 


а) u.v= X1X2 + yiy2 
b) u.v = 2xix; + 5yiya 


с) u.v= хүх; + хуз + хау +2ууу; 


Calcular о produto interno dos vetores u= (1,1) е у= (-3,2) segundo cada produto 
do exercício anterior. 


Sejamos vetores v, = (xi, yi) € = (x4, y5) de V= IR? 


Verificar quais das funções f: V x V > R, definidas abaixo, são produtos internos 
em V: 


а) f(v, v) = 2x1%7 t 3yi yz 

b) f(vi, vz) = X1X3 - ууу, 

©) Elm va)= XX t Yay; 

d) f (v1, v2) = 4xiX 

е) f(vi, ча) = XX; ууу, +1 

f) f(vi, va) = Эхх - хуз - хуу, + 3Y1Y2 
8) f(vi,v;) = 4xixa хуу; + хау + Y 1Y2 


h) fév; v)= хуз * ху 
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4 


5) 


6) 


Sejam V= R? eos vetores u= (i, Y1, 21) € у= (ха, Уз, 22). 


Verificar quais das seguintes funções são produtos internos sobre о R?. (Para aquelas 
que não são produtos intemos, citar os axiomas que não se verificam.) 


a)u.v- xx f 3yi y> 
b)u.v= 3xixs t 5уџуз + 22122 


22d d acci 
2x1 Y, * 3x2y; t Ziz, 


E 
D] 


eu. 
d)u.v- xix2 +y1Y2 - 2122 

e) u.v = хух; t Yiya t 2,22 > XaY1 = X1Y2 

Consideremos o seguinte produto interno em Pz: p.q= азб, + аб, +agbo, sendo 


р= ax taxtãa е а= bx! +bix+bo. Dados os vetores pi х? - 2х 53, 


2 


р; = 3x-4 e p= 1-x', calcular: 


app 
b)lpil el ps! 
с) ір, +р2і 


д 
| Pal 


e) co-seno do ângulo entre p; e ps 
Se 
a bi az bz 


E ЭБЕ. 
“s d c2 d; 


são matrizes quaisquer de M(2, 2), a seguinte fórmula define um produto interno nesse 


espaço: 


u.v=a,ã bib + сс + dido 


144 Algebra linear 


Dados os vetores 


1 2 0 2 
u= ev= 
-1 1 1 1 
determinar: 
а) lu+vl 


b) o ángulo entre u e v. 


7) Noespago V = P, consideremos o produto interno f(t).g(t) = £(t) в (t) dt. Calcular 


f(t).g(t) e |f(t)) paa f(t)= t? -2t e g(t)= 1+3. 


8) Verificar a desigualdade de Cauchy quando se tem: 
a) u= (2,-1) e v= (-2, -4) e o produto interno do probiema 1b. 


b)u= -x° +х-3 e у= 3x2 - x +1 eo produto interno do probiema 5. 


9) Seja a função 


f; R? x Rê ML, 1) 


(Q Y 1), (ә, уз Dx yi] 


Mostrar que f é um produto interno em В? e calcular: 
a) A norma do vetor (1, 3); 
b) Um vetor unitário a partir de (1, 3); 


c) Um vetor ortogonal a (1, 3). 
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10) 


11) 


12) 


14} 


Provar que se u e v são vetores de um espaço vetorial euclidiano, então: 
a) ul v implica |u + vi? lul? *|vf? 

(Intepretar geometricamente esse fato no IR? e по R.) 
Б) (u+v) ] (u-v) implica lu|-1vl 


Consideremos, no R?. o produto interno usual. Para que valores de m os vetores u e v 
são ortogonais” 


a) u= (3m. 2. -m) É (-4. 1.5) 


bju=(0,m-1,4) e у= (5,m-1.-1) 


Consideremos, no R?. o seguinte produto interno 


Qu, Yis Z1) (X2, Yo 22) = 2X1 + Y1Y2 +4112; 


Determinar, em relação a esse produto interno, um vetor unitário simultaneamente 
ortogonal aos vetores u= (1.-1,2) e v= (2, 1, 0) 


Seja V = IR? com o produto interno usual. Determinar um vetor u€ В? ortogonal 
aos vetores vi = (1. 1. 2). va = (5.1. 3) e vs = (2, -2, -3) 


Determinar os vetores (a,b. c) para que o conjunto В = ((1, -3, 2), (2, 2, 2), (a, b. c)! 


seja uma base ortogonal do em relação ao produto interno usual. Construir a partir 


de B uma base ortonormal 


Seja V= M(2. 2) munido do produto interno definido no problema 6. Determinar x de 


modo que 
1 -2 3 2 
e 
5 x 1 q 


sejam ortogonais. 
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16) 


17) 


18) 


19) 


20) 


21) 


Seja P, o espaço vetorial dos polinômios de grau < 1. Definimos o produto interno entre 
dois vetores p e q de P, como segue: 


p.q= 2actad+bc+2bd, sendo | p(t)= at+b 


a()= ct*d 


a) Calcular o ángulo entre t- 1 e 3t. 


b) Encontrar um vetor r(t) ortogonal ao vetor t - 1. 


Sejam V = R? munido do produto interno usual e А = ((1,-1,-2)) C V. Encontrar 
uma base ortogonal В de V talque A С B. 


Sendo V= R* munido do produto interno usual, determinar um vetor não-nulo v€ R^ 
que seja ortogonal a v, = (1,1,1, -1), vz = (1, 2,0, 1) e v4 = (-4,1, 5,2). 
Consideremos o seguinte produto interno no R°: 

Qu yi). (ха, Ya) = xix) +2x1y2 + 2x;yi + Syiya 


Mostrar que, relativamente a esse produto interno, o conjunto 


A = ((1,0), (2, -1)) é base ortonormal do R°. 


O conjunto B= [(2,-1), (k, 1)) é uma base ortogonal do В? em relação ao produto 
interno 


(ха, y1). (хо, y2) = 2X1X2 t хуур + x2 yi t yiy2 


Determinar o valor de k e obter, a partir de B, uma base ortonormal. 


Consideremos as seguintes bases do IR? e do R°: 


a) B= {(3,4), (1, 2)} 
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23) 


b) B= {(1, 0,0), (0, 1, 1), (0, 1, 2)) 
ce) B= {(1,0, 1), (1,0, -1), (0, 3, 4)) 


Ortonormalizar essas bases pelo processo de Gram-Schmidt, segundo o produto interno 
usual de cada espaço 


—L), (3) é uma base ortonormal do R? como 


ЖЕ | 
Ma 


produto interno usual. Determinar o vetor coordenada de у= (2,4) em relação à base B. 


O conjunto B= 


Utilizar o processo apresentado em 3.6.4 


Em reiação ao produto interno usual, determinar uma base ortonormal dos seguintes subes- 
pagos vetoriais do R°: 


а}$= f(x y, € Réiy-2z- 05 
b) S= ¿(xy z)€ Rixtytz= 0] 


Determinar, em relação ao produto interno usual, uma base ortonormal para o subespaço do 
R^ gerado pelos vetores v; = (1.0. -1.1). va = (0,1,0.1) e va=(1,1,-1,2) 


Seja S= [(x,y.z.-2x táy t5z)x,y,2 € Rj subespaço de Rê com o produto 
interno usual. 


Seja A= ([(1,2,-1,1), (2, -1,2,2)) C S. 
2) Ortonormalizar o conjunto A 


b) Completar o conjunto A de modo a transformá-lo numa base ortogonal de S. 


Seja V = IR* munido do produto interno usual e B = ((1,2, -3), (2, -4,2)) . Determinar: 
a) O subespago S gerado por B. 


b) O subespaço S- 
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27) Seja V = R? munido do produto interno usual. Dados os subespaços: 
S,= ((xy, € R'/x-2y+32=0) е 
S,= (tQ, 1,-1t€ R$ 
determinar S,! e S;*. 
28) Consideremos o subespaço S= ((x,y,2)x-z=0; CR? com o produto interno: 


(х,у, 2). (х,у, 2) = 2хх' + 3yy! + 422 


Determinar S^ е uma base de S! 


3.10.1 Respostas de Problemas Propostos 


a) -1 b)4 cO 3. a), f), g) 

a) Não é produto interno. Falha o axioma P4 

b) É produto interno. 

€) Não é produto interno, Falham os axiomas Р; e P, 
d) Não é produto interno, Falha o axioma P4 

e) É produto interno. 

a) -18 

b)yià e vI 

e) v3 

4 


3 
DIG 


Espaços vetoriais euclidienos 
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a) VŽI 

b)8= arc % 
LEN 

a) 5 

yd.» 

€) t(-7. 4) 

a) z b) 3 ou -1 


u= a(l, 7, -4), a€ R 
t(-5,1,4) t#0 


1 3 2 L t d 5 1 4 


m Va vat Є 


4 va vas Ya ya Ya 


» 


a)e- are cos $ 


b) t +1 (é uma das soluções). 
¿(1,-1,-2), (1, 1,0), (1, 1, -1) ) é uma delas. 


Uma solução é (9.-8,6.7) 
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21 


22. 


23 


24 


25 


26 


27 


28. 


2 05 chi) 


1 J 1 
b) ((1, 0,0), (0, cup 
1 1 1 
— 0 —2.0,- 0.1,0 
әс. NUR VE wk )} 
vp = GV2, 2) 
1, 0, 0), (0, - 
a) (( ) € A zd 
1 1 1 1 2 
URB RR É) 
Ma q И 
Existem infinitas bases ortonormais. 
Uma delas: 
id gb pq de dd 
v3  V3'N3 VB VIS vis vis 
pedi Bd ds x E A 03 


b) Uma delas 
((1,2, -1, L), (2, -1, 2, 2), (44, 4, 5,-47) + 
а) S= f(x y.z2)€ R^/x*y*z- 0) 
b) S+ = ((x,y,z)€ Ri/x=y=zl 
Si = ((x.-2x, 3x)x € R} 
S$ = f(x y, 2e R '/2x+y-2= 0: 
= [(-22,0,2/2€ R) 


Uma base: ((-2.0,1)] 


CAPÍTULO 


TRANSFORMAÇÕES 
LINEARES 


4.1 TRANSFORMAÇÕES LINEARES 


Neste capítulo estudaremos um tipo especial de função (ou aplicação), onde o domínio e 
o contradomínio são espaços vetoriais reais. Assim, tanto a variável independente como a variável 
dependente são vetores, razão pela qual essas funções são chamadas vetoriais. Estamos particular- 
mente interessados nas funções vetoriais lineares, que serão denominadas transformações lineares. 


Para dizer que Т é uma transformação do espaço vetorial V no espaço vetorial W, escre- 
ve-se T: V — W. Sendo T uma função, cada vetor v€ V tem um só vetor imagem w € W. 
que será indicado por w = T (v). 


Vamos exemplificar, considerando V = IR? e W = 


Uma transformação T;IR?— IR? associa vetores v=(x,y)€ R? com vetores 
w=(x y, z) € IRº. Se a lei que define a transformação T for 


T(x, у) = (3х, -2y, x - y) 


O diagrama da página seguinte apresenta trés vetores particulares v e suas correspondentes 
imagens w. 


Deve ficar bem claro que, para calcular, por exemplo, T(2, 1), tem-se: x=2 e y=1, 


e daí: 


TQ, D=(3x 2,-2x 1,2-1)=(6,-2,1) 


151 


152 Álgebra linear 


4.1.1 Definição 


Sejam V e W espaços vetoriais. Uma aplicação T: V—* W é chamada transformação 
linear de V em W se: 


D T(u*v)-T(u)* T() 
II) T(au) - aT(u) 
para Vu,v€ V e Ve € R. 
Observação 


Uma transformação linear de У em У (é o caso de V=W) é chamada operador 
linear sobre V. 


Exemplos 
1)  T:R? — R, T(x,y)=(3x,-2y,x- y) é linear. 
De fato: 
I) Sejam и = (i, y1) e v= (x2, уз) vetores genéricos de IR?, 
Então: 


T(u+v)= T(x + хз, yi +y2) 


2) 
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T(utv)=(3(x + ха), -2(Y1 + ya, 041 + ха) - Qi +y2)) 
"T (u +v) = (3х + 3x2, -2y1 - 2Y2,X1 t xç - Yı - Y) 
T (u + v) = (3x1, -2y1, X1 - Yi) + (3x2, -2Y2, X2 - ya) 
T(u+v)=T(u)+T(v) 
II) Рага todo e € IR e para qualquer u= (xi, yi) € IR?, tem-se: 
T(av) = T(ax,, ayı) 
T (au) = (3ax,, -2ay; , ax, -ayi) 
T (av) = a(3xi, -2y1, X1 - y1) 
T(au)=aT(u) 
T:R—>IR 
xH—3x ou T(x)=3x é linear 
De fato: 


I) Sejam u=x, e v=x, vetores quaisquer de IR (os vetores, nesse caso, são 
números reais). Então: 


T(u+v)=T(x, +x) 
T(u*v)23(xi * x;) 

T(u* v) 3x, + 3x; 
T(u+wW=T(u+T(v) 

ID Para Va € IR, Vu=x, € IR, tem-se: 


T(au)=T(ax,) 


154 Algebra linear 


T(au) = Зах, 
Т (au) = а(3х,) 


T (au) = aT(u) 


Observacáo 

Essa transformação linear representa uma reta que passa pela origem (Figura 4.1.1a). 
É fácil ver que, se uma transformação representar uma reta que não passa pela origem, ela 
não é linear. Por exemplo: 


T: R— R, Т(х)=3х+1 


não é linear. 
De fato: 


Se u=x, e у= х; são vetores quaisquer de R, tem-se: 
Т(и+у)=Т(х, + х.) 
T(u*v)*3(x +x2)+ 1 


T(u+ у) = 3х, + 3x; + 1 = (3x, + 1) + 3x2 


T(u* v) * T(u) + T() 2(3x, + 1) + (3x; +1) Fiun 4.1.12 
Seria bem mais fácil constatar neste exemplo que T não é linear, se conhecêssemos a propriedade: 


“Em toda transformação linear ТУ — W, a imagem do vetor 0 € V é o vetor 0 EW, 
isto é T(0)=0.” 


Este fato decorre da condição (II) da definição, para a=0: É 
Т(0) = Т(0. v)=0.T(v)=0 
Nos exemplos 1) е 2), de transformações lineares, tivemos: 


T(0, 0) =(0, 0,0) e T(0)=0 
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Nesse último exemplo, de transformação não-linear, verifica-se que: T(0)%0, pois 
T(0)=1. 


Assim, também não é linear a transformação 

T: IR? —— К°, T(x, у, 2) =(3x +2, 2y - 2) 
pois T (0, 0, 0) = (2, 0) + (0, 0). 

Insistindo: se T: V—— W é linear, entáo T (0) = 0. No entanto, a recíproca dessa proprie- 
dade não é verdadeira, pois existe transformação com T(0)=0 e T não é linear. É o caso da 
transformação 

TERES R*, T(x, у) =(х°, 3y) 

De fato: 

Se u7(xi, yi) е у= (x2, уз) são vetores quaisquer de IR?, tem-se: 

T(utv) * TG + xs. yy ty2) = (х, 6x9), 3 (уз +у2)) = (xf +2x,X, 4x7, Зу, +3y,) 
enquanto: 

T(u) * T(V) = (xi, 3y1) + (XŠ, Зуз) = Gd + x3, Зу, + 3y2) 
isto é: 


T(u* v) + T(u) + T(v) 


3) А transformação identidade 


Dy — y 


v — ou I(v) = v é linear 
De fato: 
D Iu+v=u+v=I(u)+I(v) 


Ш) I(au) * au =al (u) 
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4) 


5) 


A transformação nula (ou zero) 
ТГУ W 

v — 0 ou T(v)=0 é linear 
De fato: 

D T(u+v)=0=0+0=T(u)+T(v) 
ID T(au)=0=a x 0=aTu 
A simetria em relação à origem O (Figura 4.1.1b) no IR? 
TR — R’ 

v — -v élinear 
De fato: 

D Т(и+у)=-(и+у)=-и-у=Т(и)+Т(у) 


ID T(au)=-au=a(-u)=aT (u) 


Figura 4.1.1b 
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6) A projeção ortogonal do IR? sobre o plano xy (Figura 4.1.1c) 
T: IR! —— IR? 
(х, y,2) —— (x,y,0) ou T (x,y,z) =(x, y, 0) 


é linear (verificar!). 


Т(у) = (х,у, 0) 


Figura 4.1.1c 


7) A projeção no eixo dos x 


т: Rº 


R°, T(x, y, z) - (x, 0,0) 


€ linear (verificar!). 


8) Seja o espaço vetorial V - P, dos polinômios de grau<n. A aplicação derivada 
р:Р — Pa, que leva f€ Pp em sua derivada f’, isto €, D(f)=f', é linear. 


De fato: 


Pelas regras da derivação, sabe-se que: 


D(f+g) = D(f) + D(g) 


e 


D (ef) - aD(f) 
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9) Sejam os espaços vetoriais V = P, e W=IR. A transformação T:P,——>R definida 
por T(u) =f udt (a, b € R), que a cada polinômio u€ V associa sua integral 
a 


definida T(u)€ R, é linear. 
De fato: 


Por meio de teoremas do Cálculo, sabe-se que: 


Tor) [atna fu [roro 


(au)dt=a VEL 
Ы 


1 2 
10) Sejaa matriz A= | -2 3⁄1. Essa matriz determina a transformação: 
0 4 


Ta: IR? ——— Rê 


у —— Av ou ТА(у) = Ау 


que é linear. 
De fato: 


Ta(u* у) = А(и + у) = Аи + Ау= Тд(и) + Ta (v) 


ТА (eu) = A(au)=a(Au)=aTa(u) 
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Efetuando Av, onde у= (х.у)Є IR? é um vetor coluna de ordem 2 х 1, resulta: 


y 2 x+2y 
x: 
2 3 =|-2x+3y 
y 
о 4 4y 


e, portanto, TA é definida por: 


Ta(x, y) = (x + 2y, -2x + Зу, 4y) 


Observações 
a) Uma matriz A(m x n) sempre determina uma transformação linear 
Ta: R? —— Ж" 


onde a imagem TA(v) = Av é o produto da matriz A pelo vetor v € IR” considerado como 
uma matriz de ordem n x 1. Uma transformação linear desse tipo chama-se multiplicação 
por A. 


b) Em 4.4 veremos o inverso, isto é, que uma transformação linear T: IR^ — R™ sempre 
pode ser representada por uma matriz m x n. 


c) Para que possamos dar uma interpretação geométrica do significado de uma transformação 
linear, consideremos uma transformação linear no plano. Seja o operador linear T: IR? —— R? 
definido por: 


T(x, y) =(-3x + y, 2x + 3y) 


e consideremos os vetores u=(-1,1) e v=(0,1). Portanto, T(u)=(4,1) e Т(у) =(1, 3). 


A Figura 4.1.1d mostra que sendo u+v a diagonal do paralelogramo determinado por 
u e v, sua imagem T(u+v) representa a diagonal do paralelogramo determinado por Т (и) 
е Т(у), istoé, T(u + v) = T(u) * Т(у). 


Diz-se, nesse caso, que T preserva a adição de vetores. 
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Figura 4.1.1d 


A Figura 4.1.1e mostra que, ao multiplicarmos o vetor u por 2, sua imagem T(u) fica 
também multiplicada por 2. E esse fato vale para qualquer œ real, isto é, T(av) = oT(v). 
Diz-se, nesse caso, que T preserva a multiplicação por um escalar. 


Figura 4.1.1e 


4.1.2 Propriedade 
Se T: V———>W for uma transformação linear, então 
T(aivi tasva) =a; T (v1) * a; T (v2) 


para Vv,v; € V e Va,,a; € R. 
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De forma análoga, tem-se : 
T(a v, tava tas v) a Тб) + aa Ta) ta TO) [9] 


рага Уу, € Ve Va € R, і=1, 2,..., n, isto é, a imagem de uma combinação linear de vetores 
é uma combinação linear das imagens desses vetores, com os mesmos coeficientes. 


Suponhamos agora que (v, , V2, ..., Yn seja uma base do domínio V e que se saiba quais são 
as imagens T(v,), T(v; ), ..., T(vn) dos vetores desta base: 


sempre é possível obter a imagem T(v) de qualquer v € V, pois sendo v uma combinação 
linear dos vetores da base, isto é: 


v=a,v, tava +... t aV 
e, pela relação acima, vem: 
Т(у) = а, Т(у) * aST(v;) +... t a,T (v) 


Assim, uma transformação linear T: V — W fica completamente definida quando se 
conhecem as imagens dos vetores de uma base de V. 


O exemplo a seguir e os problemas resolvidos 8 e 9 são aplicações esclarecedoras desta 
propriedade. 


Exemplo 
Seja Т: R? —— IR^ uma transformação linear е B-(vi,v;, v4) uma base do 


Rº, sendo vi =(0,1,0), у =(1,0,1) e vs -(1, 1, 0). Determinar Т(5, 3, -2), sabendo 
que T(v,)=(1,-2), Т(у) = (3,1) e Т(у) = (0, 2). 


Solução 
Expressemos v = (5, 3, -2) como combinação linear dos vetores da base: 


(5,3, -2) =a), (0, 1, 0) + a; (1, 0, 1) + as(1, 1, 0) 
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ou: 


ax + аз= 5 
а tas= 3 
a =-2 


sistema cuja solução é: 
a, =-4, а =-2 еа = 7 
Então: 
(5,3, -2) 2 -4v, - 2v, + 7v3 
logo: 
T(5, 3, -2) 2 -AT (v1) - 2T (vz) + 7T (v3) 
T(5, 3, -2) =-4(1, -2) - 2 (3, 1) + 7(0, 2) 


T6, 3, -2) = (-10, 20) 


4.1.3 Problemas Resolvidos 


Nos exercícios 1 a 4 são dadas transformações. Verificar quais delas são lineares. 


1) TER R?, T(x y) =(x- у, 2x + y, 0) 


Solução 
I) Para quaisquer vetores u=(x,,y1) e v=(x,,y2) de IR?, tem-se: 
T(u*v)-TGu + х,у +y2) 


T(u*v) (Gu *x:) -(Y1 + уз), 265 +x2) + (у t y2), 0) 
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T(u*v)* Qu t Xa -Yı - Ya, 2х1 + 2х2 + yi t ya, 0) 
T(u* v) *( - yy, 2X1 +Y1,0) + (х - уг, 2х2 + уз, 0) 
T(u*v)* Tt) * T() 

ID T(au) =T(ax,, ау) 

T (av) = (ex, - ay), 20x, +0y,, 0) 

T(au) 2a(xi - ys. 2х1 * yi. 0) 

T(au) =aT(u) 


Logo, T élinear. 


2) T R!— R’, Tx y) =(х+2,у+3) 


Solução 


Sabe-se que em toda transformação linear T: V— —* W deve-se ter T(0)=0. Como 
T(0, 0) = (2, 3) + (0,0), Т não é uma transformação linear. 


Essa aplicação T é um exemplo de translação no plano. 


з) T: R? — R. T(x y)=1x1 


Solução 
Sejam u=(x1,y1) € v 7 (xo, y2) vetores quaisquer de IR? 
T(u+v)=T(u + хо. yi + у) = 1х +x] е 
тош + TG) = 1х |+ |xə | 


Como.emgeral. | x, + х;| + 1х, 1+ [xa]. conclui-se que Т não é linear. 
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4) HV— V, H(v)7 Ау, X€ R, Afixado. 


Solução 
Seu, v€ V: 


I) H(u* v) =A(u + v) = àu + Av = H(u) + H(v) 


I) H(au) = (au) =a (Xu) =aH(u) 


Logo, Н é um operador linear em V. Esse operador chama-se homotetia de V determinada 
pelo escalar À. 


Osexemplos2, 3 е 5 do item 4.1.1 são casos particulares de homotetia em que A=3, 
A=1 e A=-1, respectivamente. 


5) Seja o espaço vetorial V=M(n,n) e B uma matriz fixa em V. 


Seja a aplicação T: V ——— V definida por T(A)- AB*BA, com AE V. 
Mostrar que T é linear. 
Solucáo 
I) Para quaisquer A1, A; € V: 
T(A, + Аз) - (A; + A;)) Bt B(A; + Az) 
T(A, + Aç) - A,B + A,B + ВА, + BA; 
T(A, + A2) - (ALB + BA; ) + (A; B + BA;) 
T(A, + A.) x T(A1) +T (A2) 
П) Т(«А,) =(«А,)В+ В(оА,) =a(A,B) + «(ВА,) 
Т(оА,) =а(А, В + BA) 


T(0A,)=aT(A,) 
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6) Seja T: V —— W linear. Mostrar que: 
a) TC) =-T (v) 


b) T(u- v)=T(u) - T(v) 


Solucáo 
a) T(-v) =T((-1) v) =-1T (v) -T(v) 


b) T(u- v) -T(u* C) ) =T(u) * C T() = T(u) - Т(у) 


7) Consideremos o operador linear T: IR? —— IR? definido por 


TG, y, z) = (x + 2y + 2z, x + 2y - z -x + y + 42). 
a) Determinar o vetor u € IR? tal que T(u) = (-1, 8, -11). 


b) Determinar o vetor v€ IR? tal que Т(у) = v. 


Solução 
a) Sendo Т(и) = (-1, 8, -11), ou seja: 
(х + 2у + 2z, x + 2y - z, -x + y + 42) = (-1, 8, -11), 
vem: 
x+2y+22=-1 


x+2y- >= 8 


-x+ yt4=-l 
sistema cuja solução é x=1, y=2 e z=-3. 


Logo: u = (1, 2, -3) 
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b) Seja v=(x, y, 2). Então, Т(у) =v ou T(x, у, 2) = (x, у, 2) ou, ainda: 
(x+2y + 2z, x + 2y - z, -x + y + 4z) = (x, y, 2) 


donde: 


x + 2y + 2z 


" 
x 


xt2y- z 


" 
< 


-x+ y+4z=z 


O sistema é indeterminado e sua solução é: x = 22 e y = -z. 


Assim, existem infinitos vetores v € R? tais que 
T(v) = v e todos da forma 
v = (2z, -2, 2) 
ou: 


v=2(2,-1,1), Vz€ R 


8) Sabendo que T: IR? —— IR? é uma transformação linear e que 
T(1,-1)=(3,2,-2) e T-1,2) =(1, -1, 3), 


determinar T (x, y). 


Solução 
Observando, inicialmente, que ((1,-1),(-1,2)) é uma base de R^, apliquemos a 
propriedade 4.1.2 expressando o vetor (x,y)€ IR? como combinação linear dos vetores 


dessa base: 


(x, y) 2 a(1. -1) * b(-1,2) 
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ou: 


a- b 


" 
x 


-a + 2b 


" 
=“ 


sistema do qual vem: 
a=2x+y e b=x+y 
Portanto: 


T(x, y) 2 aT(1, -1) +ЪТ(-1, 2) 
T(x, у) = Qx + y) (3,2, -2) + (x + y) (1, -1,3) 
T (x, y) = (6x + Зу, 4x + 2y, -4x - 2у) + (x + y, -x - у, Зх + Зу) 


T(x, у) = (7x + 4y, 3x + y, -x + y) 


9)  Umoperador linear T: IR? —— R? € tal que: 
T(1, 0) =(3,-2) e T(0, 1) 2 (1, 4) 


Determinar T(x, y). 


Solução 


Observemos que ((1, 0), (0, 1)) é a base canônica de IR? 


Um vetor (x, y) € IR? é tal que 
(х,у) 2x(1,0)* y(0, 1) 


e, portanto 
T(x, y) =xT (1, 0) + yT (0, 1) 
T(x, y) =x(3, -2) + y (1, 4) 


T (x. y) = (3x + y, -2x + 4y) 
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4.2 NUCLEO DE UMA TRANSFORMAÇÃO LINEAR 
Definição 


Chama-se núcleo de uma transformação linear T: V —— W ao conjunto de todos 
os vetores v€ V que são transformados em 0 € W. Indica-se esse conjunto por N(T) ou 


ker(T): 


V w 


N(T)= (ve V/T()- 0} 


Observemos que N(T)C V е МТ) 0, pois 0€ N(T) tendo em vista que 
T(0) = 0. 


Exemplos 
1) O núcleo da transformação linear 
T: IR? — R’, T(x,y)=(xty,2x-y) 
é o conjunto: 
N(T)= ((x,y) € R'/T(x, у) =(0, 0) ) 
o que implica: 
(x + y, 2x - y) = (0, 0) 
ou: 


xty-0 
2x- y=0 
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sistema cuja solução é 
x=0 e y=0 
logo: 


N(T)- {(0, 0)} 


2) Seja T:R? —— IR? а transformação linear dada por: 


T(x, y, 2) =(x- y + 42, 3x + y + 82) 
Nesse caso, temos: 
N(T)= ((x y, 2) € R*/T(x y, 2) =(0, 0)) 
isto é, um vetor (x, y, z) € N(T) se, e somente se: 
(х - y +42, Зх + y + 8z)= (0,0) 
ou: 
x-yt4=0 
Зх+у+ 82 = 0 
sistema homogêneo de solução х = -32 e у= 2. 
Торо: 
N(T) = {(-3z z, 2)/1€ R} 
ou: 
N(T)= {z(-3, 1, 1)/z € R} 
ou, ainda: 


N(T) = [(-3, 1, D] 
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Observemos que esse conjunto representa uma reta no В? que passa pela origem e tal 
que todos os seus pontos têm por imagem a origem do IR? (Figura 4.2). 


Figura 4.2 


4.2.1 Propriedades do Nücleo 
1) O núcleo de uma transformação linear T: V —— W é um subespaço vetorial de V. 
De fato: 


Sejam v, e va vetores pertencentes ao N(T) e а um número real qualquer. Então, 
Т(у) 20 e T(v,)=0. Assim: 


D Т(у +у;)= T(v,)+T(v,)=0+0=0 
isto é: 

w +v € МТ) 

Ш T(av;) -aT(vi) a0-0 
isto é: 


av, € N(T) 
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2) Uma transformação linear T: V —— W é injetora se, e somente se, N(T) = (0). 


Lembremos que uma aplicação T: V ——>W é injetora se Vvi, v2 € V, Т(у) = T (v) 
implica v, =v} ou, de modo equivalente, se Vv,,v; € V, у + v; implica Т(у) + T(v;). 


A demonstração dessa propriedade tem duas partes: 
a) Vamos mostrar que se T é injetora, então N(T)= (0). 


De fato: 


Seja v€ N(T) isto €, T(v)-0. Por outro lado, sabese que T(0)-0. Logo, 
T(v)=T(0). Como Т é injetora por hipótese, v=0. Portanto, o vetor zero é o único elemento 
do núcleo, isto é, N(T) = (0) 


b) Vamos mostrar que se N(T) - (0), então T é injetora. 


De fato: 


Sejam v,,v; € V tais que Т(у) = T(v;). Então, T(vi) - T(v;) -0 ou Т(у; -v2)=0 
e, portanto, vı - vz € N(T). Mas, por hipótese, o único elemento do núcleo é o vetor 0, e, 
portanto, уу-у; =0, isto é, v, =v. Сото T(v,)- T(v,) implica v, =%, T é injetora. 


43 IMAGEM 
Definição 


Chama-se imagem de uma transformação linear T: V —— W ao conjunto dos vetores 
w€ W que são imagens de pelo menos um vetor v € V. Indicase esse conjunto por Im(T) 
ou T(V): 


Im(T)= {w€ W/T(y) = w para algum v€ V} 
A Figura 4.3 esclarece a definição. 


Observemos que Im(T)C W e (Т) + ф, pois 0=Т(0)Є Im(T). Se Im(T)=W, 
T diz-se sobrejetora, isto é, para todo w € W existe pelo menos um v€ V tal que Т(у) = w. 
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Figura 4.3 


Exemplos 


1) Seja Т: IR. —— R°, T(x.y,z) =(x.y.0) a projeção ortogonal do R? sobre o plano 
xy. A imagem de T é o próprio plano xy: 


Іт(Т) = ((x, y,0)€ R?/x, ye R) 


Т(у) = (x, y. 0) 


Observemos que o núcleo de T é oeixo dos z: 
N(T) = { (0, 0, z)/z€ R} 


pois T(0, 0, z) = (0,0,0) para todo ¿E R. 
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2) A imagem da transformação linear identidade I: V —— У definida por I(v)= v, 
Vv€ V, é todo espaço V. O núcleo, neste caso, é N(I) = {0}. 


3) А imagem da transformação nula T: V —W definida por Т(у) -0, VvE У, é o 
conjunto Im(T)=( 0). O núcleo, nesse caso, é todo o espaço V. 
4.31 Propriedade da Imagem 
“А imagem de uma transformação T: V —— W é um subespaço de №.” 
De fato: 
Sejam w, e wa vetores pertencentes a Im(T) е а um número real qualquer. Devemos 
mostrar que w; + wç € Im(T) e ам; € Im(T), isto é, devemos mostrar que existem vetores 


v e u pertencentesa V taisque T(v)=w, +w, e T(u)- aw,. 


Como W;,w; € Im(T), existem vetores vı, v; € V tais que Т(у) = w, e Т(у) = w2. 
Fazendo у= v, +v} e u=av,, tem-se: 


Т(у) = Т(у, + у) = Т(у) + Т(у) =, + wa 


T(u)=T(av,)=aT(v;)=aw, 


e, portanto, Im(T) é um subespaço vetorial de W. 


4.3.2. Teorema da Dimensão 
“Seja V um espaço de dimensão finita e T: V ——>W uma transformação linear. Então, 
dim N(T) + dim Im(T) = dim V." 


Deixaremos de demonstrar o teorema e faremos algumas comprovações por meio dos exem- 
plos e de problemas resolvidos logo a seguir. 


No exemplo 1 de 4.3, o núcleo (eixo dos z) da projeção ortogonal T tem dimensão 1 e a 
imagem (plano xy) tem dimensão 2, enquanto o domínio IR? tem dimensão 3. 
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No exemplo 2 da transformação identidade, temos dim N(T)= 0. Conseqüentemente, 
dim Im(T) = dim V pois Im(T) = V. 


No exemplo 3 da transformação nula, temos dim Im(T)= 0. Portanto, dim N(T) = dim V, 
pois N(T) = V. 
4.3.3 Problemas Resolvidos 
10) Determinar o nácleo e a imagem do operador linear 


T: R? — R°, T(x,y,zZ) =(x + 2y ~-z, y 2z, x + 3y + z) 


Solucáo 


a) МТ) = ((x y. z) € IR?/T (x, y, z) = (0, 0, 0) } 


(x+2y-z, y *2z, x + 3y + z) = (0, 0, 0) 
vem o sistema: 
x+2y- 2=0 
yt22-0 
x+3y+ z-0 
cuja solução geral é (5z, -2z, z), ZE RR. 
Logo: 
МТ) = [(52,-22,2)/2€ R} = (z(5,-2, 1)/2€ R} = [(5,-2, 1)] 


b) Im(T)= { (a, b, c) € 2 /Т(х, у, 2) = (а,Ь, c)), isto é, (a,b,c)€ (Т) se existe 
(х,у, 2) Є IR? tal que: 


(x+2y-z y +22, x + 3y + z) = (a, b, с) 
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€ o sistema: 


x+2y- 2=а 
yt2z-b 


x+3y+ 2=€ 


somente terá solução se а+ b - c = 0. 
Logo: 
Im(T) = [(a, b, c) € Rº/a+b-c=0) 
Notemos que: 


dim МТ) + dim Im(T) = 1 + 2 = 3, que é a dimensão do domínio R°. 


Observação 
O vetor imagem T(x, y, z) pode ser expresso da seguinte forma: 
(x t2y-z, y + 2z, x + 3y + 2) = (x, 0, x) + (2y, y, Зу) + (-z, 22, 2) 
ou: 


(x+2y- z, y+ 2z, x + 3y + z) = x (1,0, 1) *yQ, 1, 3) +2(-1, 2,1) 


Logo, qualquer vetor do conjunto imagem é combinação linear dos vetores (1,0, 1), (2, 1, 3) 
e (-1,2, 1) e. portanto: 


Im(T) = [(1, 0, 1), (2, 1, 3), (-1, 2, 1)] 


Observando que 


T(1. 0,0) = (1, 0, 1), T(O, 1,0) = (2, 1, 3) e T(0,0, 1) = (-1,2, 1) 
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conclui-se que: 
Im(T) = [T(1, 0, 0), T (0, 1, 0), T (0, O, 1)] 


isto é, a imagem dessa transformaçáo é o subespaço gerado pelas imagens dos vetores da base 
canônica do domínio IR?. 


Este fato vale de modo geral: “Se T: V —— W é linear е {v;,..., Vp} gera V, então 
UT(v1), —., Т(у„)} gera a Im(T)”. 


De fato: 


Seja w € Im(T). Então, Т(у) = w para algum v€ V. Como (vi,..,v,) gera V, 
existem escalares a,,...,an tais que: 


У=аџу +... ta, Va 


w=T(v) 2 T(aiv +... + ap vs) Sai T (v1) +... + ap T (Vn) 
Portanto: 
Im(T) = [T (v1), ..., Т(у.) (4.3.3) 
11) Seja T: IR? — R? a transformação linear tal que T(e,)=(1,2), T(e;) x (0, 1) e 
T(es) = (-1, 3), sendo (e, ez, е; } a base canónica de IR? 


a) Determinar o N(T) e uma de suas bases. T é injetora? 


b) Determinara Im(T) e uma de suas bases. T é sobrejetora? 


Solução 
Lembremos que 


(х, у, 2) = хе + уе, + те, 
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implica: 


T(x, y, z) = ХТ (e1) + yT (e2) + 2T (e3) 


T(x, y, 2 =х(1, 2) + y (0, 1)+ z(-1,3) 
ou: 
T(x, y, 2) =(х- z, 2x + y + 32) 
fórmula que define T. 
a) N(T) = [(x. y, 7) € R° (х -z 2x + y + 32) =(0, 0) } 
O sistema: 


x -2=0 


2x + y+ 32-0 
admite a solução geral (z, -52, z), z € R. 
Logo: 
МТ) = {(2, -5z, 2/z€ R} 
A única variável livre é z. Portanto, dim N(T) = 1. 


Fazendo z= 1, obtém-se (1,-5, 1) e [(1,-5,1)) é uma base do N(T). Ainda: T não 
é injetora, pois N(T) + { (0, 0, 0)). 


b) Pela igualdade (4.3.3) vem: 
Im(T) = [T(1, 0, 0), T (0, 1,0), T (0, O, 1)] 
ou: 


Im(T) = [(1, 2), (0, 1). C1. 3] 
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Considerando o Teorema da Dimensão, vem: 
dim Im(T) = dim R? - dim N(T) = 3- 1=2. 


Logo, Im(T) = К? e qualquer base de IR? é base de Im(T). Uma delas é ((1, 2), (0, 1)) 
Ainda: Т é sobrejetora, pois Im(T) = IR que é o contradomínio. 


12) Verificar se o vetor (5, 3) pertence ao conjunto Im(T), sendo 


T: R? —— R?, T(x, y) = (x - 2у, 2х + 3y) 
Solução 
Devemos verificar se existe (x, y) € R? tal que: 


T (x, y) = (x - 2y, 2x + Зу) = (5, 3) 


isto é, precisamos verificar se o sistema: 


x-2y=5 
2x + 3y = 3 
tem solução. Como a solução do sistema é x=3 e y=1, conclui-se que (5, 3) € Im(T). 


13) Determinar uma transformação linear T: IR? —— R° 


tal que NT) = { (х, у. 2) Є R?/z=x- y} 


Solução 


O problema será resolvido com a utilização da propriedade 4.1.2. Fazendo, por exemplo, 
x = 1, y=0 e x = 0, y = 1,o conjunto ((1,0, 1), (0, 1,-1)) é uma base do núcleo e, com o acrés- 
cimo do vetor (0, 0, 1), o conjunto {(1,0, 1), (0, 1,-1), (0,0, 1)) forma uma base do IR? (verificar!). 
Como (1,0, 1) e (0, 1, - 1) são vetores do núcleo, Т(1,0,1) = (0, O, 0, O) e T(O, 1, -1) = (0, 0, 0, 0). 
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Façamos arbitrariamente, T (0, 0, 1) = (1, 0, -1, 0). Pela propriedade 4.1.2, a transformação está 
definida, ou seja, T tem a condição requerida. Pretendemos calcular T(x, y, z). Comecemos 
escrevendo (x, y, z) na base considerada de R. Tendo em vista que 


(х, y, 2) = x(1, 0, 1) + y (0, 1, -1) + x + y + 2(0,0, 1) 

vem: 
T(x, y, 2) = xT (1,0, 1) + y(0, 1, -1) + (-x + y + z) T(0, 0, 1) 
T(x, y, z) = x(0, 0, 0, 0) + y(0; 0, 0, 0) + (-x + y + 2)(1,0, -1,0) 
T(x, у, 2) =(x+y+2,0, x- y - z, 0) 
Esse problema admite infinitas soluções. 


Do Teorema da Dimensão (4.3.2): 


dim N(T) + dim Im(T) = dim V 


seguem algumas conclusões importantes. 


4.3.4. Corolários 
Seja T: V —— W uma transformação linear. 

1) Se dim V = dim W, então T é injetora se, e somente se, é sobrejetora. 
De fato: 


Téinjtora = N(T)= (0) (propriedade 2 de 4.2.1) 


y 


0 + dim Im(T) = dim V (Teorema da Dimensão) 


y 


dim Im(T) = dim W (hipótese) 
> Im(T)= W 


y 


T é sobrejetora 
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Reciprocamente: 


T é sobrejetora = Im(T)=W 
=> dim Im(T) = dim W 
= dim Im(T) = dim V (hipótese) 
= dim N(T) = 0 (Teorema da Dimensão) 
> N(T)=(0) 
= T é injetora (propriedade 2 de 4.2.1) 


Assim, numa transformação linear na qual dim V = dim W, se T é injetora (ou sobre- 
jetora), então T é também bijetora (injetora e sobrejetora ao mesmo tempo). 


2) Se dimV-dimW e T é injetora, então T transforma base em base, isto é, se 
B= {v;, ..., Vn} é base de V, então T(B)= {T(v;), ..., T(v,)) é base de W. 


De fato: 


Como dim V-dim W- n, basta mostrar que T(B) é LI. Para tanto, consideremos a 
igualdade: 


aiT(vi)+.. +а Т(у) =0 
ou, pela linearidade de Т: 
T(av +... + ау) = 0 
Como T é injetora, vem: 
av +... + ann = 0 
Sendo B uma base, B é LI e, portanto: 
a=..=a,=0 


Logo, T(B) é uma base de W. 
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435  Isomorfismo 


Chama-se isomorfismo do espaço vetorial V no espaço vetorial W a uma transformação 
linear T: V — W, que é bijetora. Nesse caso, os espaços vetoriais V e W são ditos iso- 
morfos. No Capítulo 2 fizemos referência a espaços vetoriais isomorfos e ressaltamos que todo 
espaço vetorial V de dimensão n é isomorfo a RP, Assim, dois espaços vetoriais de dimensão 
finita são isomorfos se tiverem a mesma dimensão, 


Veremos mais adiante que a todo isomorfismo T: V—— W corresponde um isomorfismo 
inverso T^ : W—— V, que também é linear. 
Exemplos 
1) O operador linear 

T:R? — К°, T(x, y) = (2x +y, 3x + 2y) 


é um isomorfismo no IR^. Como dim V = dim W = 2, basta mostrar que Т é injetora 
(Corolário 1 de 4.3.4). De fato: N (T) = ((0,0)) , o que implica T ser injetora. 


2) А transformação linear 
T: P, — Rº, T(at2 +bt +c)=(a,a+b,b - c) 


é também um isomorfismo (verificar!) 


3) O espaço vetorial IR? é isomorfo ao subespaço W = ((x,y,z) € IR^/z-0) do R? (W 
representa o plano xy de IR?). 


De fato, a aplicação linear T: IR? — W, tal que T(x,y)=(x,y,0), € bijetora: а 
cada vetor (x, y) de IR? corresponde um só vetor (x, y, 0) de W e, reciprocamente. 
Logo, IR? e W são isomorfos. 


44 MATRIZ DE UMA TRANSFORMAÇÃO LINEAR 


Sejam T: V — W uma transformação linear, A uma base de V e B uma base de W. 


Sem prejuízo da generalização, consideremos o caso em que dimV=2 e dimW=3. 


182 Álgebra linear 


Sejam А = (vi, v; ) e B= (wi, wz, wa } bases de V e W, respectivamente, 


Um vetor v€ V pode ser expresso por: 


= хауз + хауа OU V, =(X1,X2) 
eaimagem T(v) por: 
T(v)=yiwi +y2W + yaws 0) 
ou: 
T(9)g = (i. Ya. Уз) 
Por outro lado: 
T(v)*T6àuvi + xv) 2x3 T(vi) + x2T(v2) (2) 
Sendo Т (у) e T(v;) vetores de W, eles são combinações lineares dos vetores de В: 
T(w)=anwi t ànwa +аз Wa (3) 
Т(у) = аум t aswa + ass W3 (4) 
Substituindo esses vetores em (2), vem: 
T(v) = xi (ai Wi $ 2217 +аз Wa) + (азму + à Wo + ag Wa ) 


ou: 


Т(у) = (ах *ai3) vi + (адхі + 277X2)w2 + (a Xi + ag X3) Ws 
Comparando essa igualdade com (1), conclui-se 

Yr7ànXi tanx, 

Уз 7X) + аз2 Хз 


Уз = азіХ + aso X2 
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ou, na forma matricial: 


yi an а 

x 
Уз | = | а an 

X2 
ys аз as 


ou, simbolicamente: 


[TG] p= M4 МА 


sendo a matriz rá denominada matriz de T em relação às bases A e B. 


Observações 


1) A matriz (ris é de ordem 3 x 2 quando dim V 2 e dim W= 3. 


2) As colunas da matriz IT] são as componentes das imagens dos vetores da base A em 
relação à base B, conforme se pode ver em (3) e (4): 


ап an 
а а 
ly dy 
ta 


Tod Tg 


De um modo geral, para T: V — W linear, se dim V =n e dim W =m, À = (wv Y, ) 
e B= (w1, W1, ...Wq | são bases de V e W, respectivamente, teremos que má é uma matriz 
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de ordem m x n, onde cada coluna é formada pelas componentes das imagens dos vetores de 
A em relação à base B: 


ац an din 
A an аш Ban 
[nj = s 
Qm Ami... dmn 
t t t 


TvB Тув Т(уп)в 


3) Como se vê, a matriz mi depende das bases A e B consideradas, isto é, a cada dupla 
de bases corresponde uma particular matriz. Assim, uma transformação linear poderá ter uma 
infinidade de matrizes para representá-la. No entanto, fixadas as bases, a matriz é única. 


4.4.1 Problemas Resolvidos 


14) Seja T:R? — R?, Т(х, у, 2) = Qx -y + z, 3x + y - 22), linear. 


Consideremos as bases A=([v,,V2,V3), com v,=(1,1,1), va = (0, 1,1), 
v3=(0,0,1) e B= (w,,w; ), sendo w =(2,1) e w; = (5, 3). 


a) Determinar [T] S 


b) Se v=(3,-4, 2) (coordenadas em relação à base canónica do R°), calcular T(v)y 
utilizando a matriz encontrada. 


Solução 


a) A matriz é de ordem 2 x 3: 


тв Tod TG) 
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T(v)=T(1,1,1)=(2,2)=an(2,1)+an(5,3) 


2a11 +5а,=2 an=4 


an t3an=2 an = 2 


T(v,)=T(0, 1, 1)=(0,-1)= ay2(2, 1) + a22(5, 3) 
2a12 + San = 0 an = 5 
ар + 3a = -1 an 7-2 


Т(уз) = T(0,0, 1) =(1,-2) =a (2, 1) + ass (5, 3) 
2a13 t5a = 1 a 713 
аз + За = -2 аз 7-5 
Торо: 
4 š 13 
А 
mi 
2 2 -5 
b) Sabe-se que: 


TO TS МА 
Como v está expresso com componentes na base canônica, isto é, 
v=(3,-4,2)=3(1,0,0) -4(0,1,0)+2(0,0, 1), 

teremos que, primeiramente, expressá-lo na base A. Seja Ya = (a, b, c), isto é: 


(3, -4,2)=a(1, 1, 1) +b(0,1, 1) + c(0, 0, 1) 
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ou: 


sistema cuja solução é a = 3, b = -7 e c=6, ou seja, v, =(3,-7,6). 

Portanto: 

4 5 13 3 
Tlg = xi 

2-2 -5 6 

31 
TO = 

-10 


O vetor coordenada de T (v) na base canônica é: 
Т(у) = 31 Q, 1) - 10(5,3) 
T()=(12,1) 


Naturalmente Т(у) = (12, 1) também seria obtido por meio da lei que define a trans- 


formação T, considerando v - (3,-4,2), como se pode ver nos problemas 15 e 16. 


15) 


Consideremos a mesma transformação linear do exercício anterior. Sejam as bases 


A= [(,1,1),(0,1,1),(0,0, 1)) (a mesma)e B = { (1,0), (0, 1)) canónica. 
a) Determinar ms. 


b) Se v=(3,-4,2), calcular T(v)g utilizando a matriz encontrada. 
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Solução 


a) T(1,1,1) 2 (2,2) =2(1,0)+2(0,1) 
T(0, 1, 1) 2 (0, -1) = 0(1,0) - 1 (0, 1) 


T(0,0,1)=(1,-2)= 1(1,0) - 2(0, 1) 


Então: 


16) 


3 
2 0 1 
ONE л 
2 -l -2 
6 
12 


TO = 


Seja ainda a mesma transformação linear do exercício anterior. Sejam as bases canônicas 
do R? e R? 


A= {(1,0, 0), (0,1,0), (0,0, 1)) e B= ((1,0), (0, 1)] 
a) Determinar m. 


b) Se v= (3, -4, 2), calcular T()g utilizando a matriz encontrada. 
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Solucáo 
a) T(1,0,0) 2 (2,3) = 2(1,0) * 3(0,1) 
T(0, 1,0) 2 (-1, 1)  -1(1,0) + 1(0, 1) 
Т(0,0, 1) =(1,-2) = 1(1.0) -2(0, 1) 


Então: 


1 
to 


b) Como v, =(3,-4, 2), pois A é base canónica, temos: 


3 
2 -l 1 
(TO; = 4 
3 1 -2 
2 
es 
12 
[rolg 7 
1 
Observacóes 


1) No caso de serem A e B bases canônicas, representa-se a matriz simplesmente por 
[T] que é chamada matriz canónica de T. Então, tem-se: 


[T€] = [T] Iv] 


A matriz do problema 16 é a matriz canónica de T. 
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2) Observemos, pelo problema 16, que calcular T(v) pela matriz [T] é o mesmo que 
fazé-lo pela fórmula que define a T: 


T(3, 4,2) =(2(3) - 1 (4) + 1 (2), 3(3) + 1 (-4) - 2 (2)) = (12, 1) 


3) Ficou claro que, dada uma transformação linear T, a cada dupla de bases A e B cor- 
responde uma matriz mi. Reciprocamente, dadas a matriz e uma dupla de bases A e B, 
podemos encontrar a lei que define T, o que será feito no problema 17. 

Em se tratando da matriz canônica, essa poderá ser escrita diretamente, como mostram 
os exemplos: 


1) T:R? — R?, T(x, y) = (3x - 2y, 4x + y, х) 


з 2 
m= |4 1 
1 0 
t + 


T(1,0) T(0,1) 


2) TR? — R?, T(x,y)=(x,-y) 


[у= 

0 + 
3) T:R? — R, T(x,y,2)= 4x -y 
[т|=[4 -! 0] 


Por outro lado, quando é dada uma matriz de uma transformação linear Т sem que haja 
referência às bases, essa deve ser entendida como a matriz canónica da T. Por exemplo, a 


matriz: 


m 
w 
a 
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define a transformação linear 
T:R? — R°, T(x,y,z) = Qx + 3y + 42, x - 2y). 


4) Já vimos que se V é um espaço vetorial, um operador linear sobre V é uma transformação 
linear T: V —— У (é o caso particular de У = W). Nesse caso, para a representação matricial é 
comum fazer A = B, e a matriz resultante é denominada matriz de T em relação à base A e 
indicada por [Т]А ou [T],. 


Por exemplo, seja T:R? — R? o operador linear definido por T(x, y) =(2x - y, x + y). 
Determinemos a matriz de T em relação à base A = ((1,-2),(-1,3)] . 


Calculando as componentes das imagens dos vetores da base A em relação à própria base, 
vem: 


Т(1,-2) = (4,-1)= 11(1,-2)+7(-1,3) 
Т(-1,3) = (-5, 2)=-13(1, -2) -8(-1, 3) 
(Exercício a cargo do leitor.) 


Logo, a matriz de T relativa à base A é: 


il -13 


т], = 
78 


Pelo significado da matriz, podemos escrever: 
(TG) p= Ma Ma 


Observemos que a matriz canônica desse operador linear é: 


No Capítulo 5 veremos que essas matrizes que representam o mesmo operador linear, porém 
em bases distintas, são chamadas matrizes semelhantes e terão especial importância. 
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17) Dadas as bases А = { (1, 1), (1,0) } do R? e B= {(1,2,0), (1,0, -1), (1, -1,3)) do Rº, 
determinar а transformação linear T; R2—— R cuja matriz é: 


2 0 

A. ES 
mM; 12 
EN 3 


Solução 


Sabe-se que o significado de cada coluna dessa matriz é: 


2 0 
[Ta,)]g7 | ! e [TQ,0]g 7 | 
-1 3 


logo: 
T(1,1)=2(1,2,0)+1(1,0,-1) - 1(1, -1,3) 2 (2, 5,-4) 
T(1,0)20(1,2,0) -2(1,0,-1) + 3(1, -1,3) - (1,-3, 11) 
Assim, obtivemos as imagens dos vetores da base A do R°. 


Pela propriedade 4.1.2 esse fato é suficiente para a determinação da transformação T. Como 
buscamos T (x, y), precisamos primeiramente escrever (x, y) em relação à base A: 


(,y)=y(1, 1) + (x - y) 0,0) 
e, pela propriedade acima referida, segue: 


T(x,y)=yT(1,1)+(x -y) TQ, 0) 
TG. y) =У(2, 5, -4) + (x - y) (1,-3,11) 
T (x, y) = (x + y, -3x + 8y, 11x - 15у) 
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Observação 


A matriz canônica T é: 


1 1 
esla E 
И -15 


45 OPERAÇÕES COM TRANSFORMAÇÕES LINEARES 


4.5.1 Adição 


Sejam T,:V — W e T,:V — W transformações lineares. Chama-se soma das trans- 
formações lineares T, e T; à transformação linear 


T, *T4:V — W 
v i— (T; + T) (07 Т(у) + Т(у), Vv€ V 
Se A eB são bases de V e W. respectivamente, demonstra-se que: 


(т, + TD = [MIGA IS 


4.5.2 Multiplicação por Escalar 


Sejam T:V — № uma transformação linear e а € IR. Chama-se produto de T pelo 
escalar а à transformação linear 


aT; У — W 
v к— (aT) (у) »aT (v), МЄ V 
Se Ae B são bases de V e W, respectivamente, demonstra-se que: 


aT] A - [T]. 
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4.5.3 Composição 


Sejam ТУ —>W e Т: — U transformações lineares. Chama-se aplicação 
composta de T, com Tz, e se representa por T; o Ty, à transformação linear: 


T,oTi: V — U 


v — (T: oTi) (у) = T4(T (0), VvE V 


T;oT, 


Se A, Be C são basesde V. W e U, respectivamente, demonstra-se que: 


A B A 
(T, oT] e = [Tale х (7.5 


4.54 Problemas Resolvidos 
18) Seam TR — R? e TR? — К?” transformações lineares definidas por 
Ti(x,y)=(x+2y.2x-y,x) e Т,(х.у) = (-x,y,x+ y). Determinar: 
a) Ti tT; 
b) ЗТ, -2T; 
C) a matriz canónica de ЗТ, - 2T, e mostrar que: 


BT, - 2T,] =3 [T1] - 2 [T2] 
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Solução 
а) (T, +T2)(x, y) = Ti (x, y) +T, (x, y) 
(Т, +Т,)(х,у) = (x +2у, 2х - y, х) +(-х,у,х+у) 


(Т, + T2)(x, y) = (2y, 2х, 2x + y) 


b) GT, - 2T,)(x, y) = GTi)( y) - QT2)(x, y) 
GT, -2Т,)(х,у) = 3T1(x, y) - 2T2(x, y) 
GT; -2Т,)(х, у) = 3 (х + 2y, 2х - yx) - 29 yox + y) 


(3T; - 27, )(x, у) = (5х + бу, 6x - Sy, х - 2y) 


) 5 6 L2 10 
[ЗТ, -2Т.]= |6 -5|53|2 4| 2)o 1| -SIT-2IT;] 
L A 1 0 1 1 


19) Sejam S е T operadores lineares no IR? definidos рог S(x, у) = (2x, y) e T(x, y) = (x, x - y). 
Determinar: 


a) SoT 
b)ToS 
с) 505 


d) Тот 


Solução 


a) (So T)(x,y)=S(T(x,y))=S(x,x -y)=(2x,x - y) 
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Observemos que: 


uw 
o 
il 
" 
to 
o 
" 
m 
o 
o 


= [S] [T] 
ї d o Ga = 
b) (To S)(x, y) = T(SG, y) = Tx, y) = (2х, 2x - y) 
Observemos que: 
SoT*ToS 
e esse fato geralmente ocorre. 
с) (SoS) (x, y)= S (S (x, y) = 8(2х, y) = (4x. y) 
d) (ТоТ) (х,у) = T(T (x, y) = TG, x - y) =(%, y) 


As transformações So S e T o T são também representadas por S^ e T?. 


4.6 TRANSFORMACOES LINEARES PLANAS 


Entende-se por transformações lineares planas as transformações de IR? em R?. Veremos 
algumas de especial importância e suas correspondentes interpretações geométricas. 


4.6.1 Reflexões 


a) Reflexão em torno do eixo dos x 


Essa transformação linear leva cada ponto (x,y) para sua imagem (x, -y), simétrica em 
relação ao eixo dos x. 


Demonstra-se que as reflexões são transformações lineares. 
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Esta particular transformação é 
TRE — R^ 
(x, y) + (x,-y) ou 


T(x, y) = (x, -y) 


1 0 Yo. y) 
sendo sua matriz canónica, isto é 
0 a 


= @ = y 


b) Reflexão em torno do eixo dos y 


TR — R? 


(х,у) — (xy) 


ou: 


e) Reflexão na origem 


з — $ 


(х,у) (x,y) 
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d) Reflexão em torno da reta у= x 


T: IR— IR? 
(х,у) — (у, х) 


e) Reflexão em torno da reta у=-х 


T: IR— IR? 


(х,у) — Cy, -) 


ou: 


y E -i 
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4.6.2 Dilatações e Contrações 
a) Dilatação ou contração na direção do vetor 
TR — в 


(х,у) —— а(х, у), a € R 


ou: 
x x ax а Ol[x 
===: = = 
y y ay 0 aj||y 
Observemos que: 


se |а| > 1, T dilata o vetor; 


se |а| < 1, T contraio vetor; 
se «= 1, Т éa identidade I; 
se a < 0, T troca o sentido do vetor. 


A transformação T:IR? — R?, Té, у)= 6y) é um exemplo de contração. 


b) Dilatação ou contração na direção do eixo dos x 


TR? — R’ 


(х,у) — (ах,у), a > 0 


ou: Qn Go) 
x ax a 0 x 
_— = 
y y о dw 
Observemos que: 
se a > 1, Т dilata o vetor; 


se O < a < 1, Т contrai o vetor. 
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Essa transformação é também chamada dilatação ou contração na direção Ox (ou hori- 
zontal) de um fator о. 


A figura da página anterior sugere uma dilatação de fator a = 2 e uma contração de 
fator a = 1/2. 


c) Dilatação ou contração na direção do eixo dos y 


TR? — Rº 


(х,у) — (х,ау), a > 0 (Ver figura acima.) 


Observação 


Se, nesse caso, fizéssemos а = 0, teríamos: 
(x. y) —9 (х, 0) 


e T seria a projeção ortogonal do plano sobre o eixo dos x, conforme a figura. 


T(v)= (x,0) 


Рага а = 0, no caso b), T seria a projeção ortogonal do plano sobre o eixo dos y. 
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4.6.3 Cisalhamentos 


a) Cisalhamento na direção do eixo dos x 


TR — к 


(х,у) — (х+ау,у) 


ou: 
x x+ay 1 a x 
— = 
y y o ENE 
y 
B 
o 


O efeito do cisalhamento é transformar o retángulo OAPB no paralelogramo OAP'B', de 
mesma base e mesma altura. Observemos que, por esse cisalhamento, cada ponto (x,y) se desloca 
paralelamente ao eixo dos x até chegar em (x + ay, y), com exceção dos pontos do próprio eixo 
dos x, que permanecem em sua posição, pois para eles y = 0. Com isso está explicado por que 
o retângulo e o paralelogramo da figura têm a mesma base OA. 


Esse cisalhamento é também chamado cisalhamento horizontal de fator о. 
b) Cisalhamento na direção do eixo dos y 


TR — R? 


(x,y) — (x,y + ox) 


A matriz canônica desse cisalhamento é: 
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Por exemplo, a matriz 


representa um cisalhamento vertical de fator 2. 


4.64 Rotação 


A rotação do plano em torno da origem (Figura 4.6.4a), que faz cada ponto descrever um 
ângulo 0, determina uma transformação linear Tg:R? — R? cuja matriz canônica é: 


cos -sen 0 
[Tg] = 
sen б cos 0 


o 2, = (1,0) 


Figura 4.6.4а Figura 4.6.4b 


As imagens dos vetores e, = (1,0) e e, =(0, 1) (Figura 4.6.4b) sáo: 
T(ei) = (cos 6, sen 8) 


Т(ез) = (-sen 0,cos 0) 
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isto é: 
T(e,)= (cos 0)e, + (sen 0) e, 
Т(е,) = (-sen 0)e, + (cos0)e; 


Por conseguinte, a matriz da transformação Te é: 


cosÓ -ѕепб 
[T] = 
sen 0 cos 0 


Essa matriz chama-se matriz de rotação de um ângulo 0, 0<0 < 27, e é a matriz 
canônica da transformação linear Tg: IR? — R, Tp(x, y) = (xcos 8 - ysen 8, xsen Ө + ycos6). 


Se, por exemplo, desejarmos a imagem do vetor v = (4, 2) pela rotação de 0 = 7/2, basta 
fazer: 


cos 7/2 -sen z /2 4 
[T(4,2)) = i 
g sen 7/2 cos 1/2 2 
0 -1 4 -2 
[T(4,2)] = ou [T(4,2)] = 
1 0 2 4 


(4,2) 
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4.6.5 Problemas Resolvidos 


20) Ospontos A(2,-1), B(6, 1) e C(x,y) são vértices de um triângulo eqüilátero. Determinar 
ovértice C, utilizando a matriz de rotação. 


Solução 


Pela figura vemos que se pode considerar o vetor AC como imagem do vetor AB pela 
— 
rotação de 60º em torno de A (o triângulo sendo eqüilátero implica AB e AC terem compri- 
mentos iguais): 


[AC] = [Tegel [AE] 
Mas: 
АС= C-A- (х-2,у+1) 
АВ = B-A- (4,2) 
cos 602° -sen 60º 


Madi= 
sen 60º соз 60° 


logo: 
3-2 1/2 -y3 ou - 4/2 | | 4 
2 
= УЗ ou VJZ 
y+1 2 1/2 2 
ou: 
x-2 2-3 
E 
у+1 243 +1 
Реја condição de igualdade de matrizes, resulta: 
x-2-2-V3 x=4-V3 
ou 
y+1=2y3+1 у= 243 
logo: 
C(4- V3, 2/3) 


O problema tem outra solução que seria obtida fazendo 0 = -60* (а cargo do leitor). 


21) Determinar a matriz da transformação linear de IR? em В? que representa um cisalha- 
mento por um fator 2 na direção horizoítal seguida de uma reflexão em torno do eixo 
dos y. 


Solução 


O cisalhamento transforma o vetor (x,y) no vetor (x', y') dado por 


Ë а) 
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A reflexão transforma o vetor (x',y') no vetor (x”, y”) dado por 


x 4 lji Е 

у" o allo ally 
ou: 

x 1 -2 x 

y o illy 


representa a transformação composta do cisalhamento com a reflexão. 


Observemos que, de acordo com o que estudamos sobre transformação composta, a matriz 
resultante é obtida pelo produto das matrizes que representam as transformações, porém tomadas 
em ordem inversa. Esse fato continua válido no caso de termos mais de duas transformações. 


22) O plano sofre uma rotação de um ángulo 6. A seguir experimenta uma dilatação de fator 4 
na direção Ox e, posteriormente, uma reflexão em torno da reta y = х. Qual a matriz que 
representa a única transformação linear e que tem o mesmo efeito do conjunto das trés 
transformações citadas? 
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Solução 


Sabe-se que a matriz da rotação é: 


cosg -sen 0 


А = 
sen 0 cos 0 
a da dilataçao é: 
4 0 
А, = 
0 1 


ea da reflexão é: 


Аз = 


Portanto, a matriz que representa a composta das transformações dadas é: 


0 1 4 O| [cosó -senô зеп cos0 


1 0| ¡o 1 send cos0 4со50 -4sen 0 


47 TRANSFORMAÇÕES LINEARES NO ESPAÇO 


Entende-se por transformações lineares no espaço as transformações de R? em Rš. Dentre 
as diversas transformações lineares em IR? , examinaremos as reflexões e as rotações. 
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471 Reflexões 

a) Reflexões em relação aos planos coordenados 

A reflexão em relação ao plano xOy é a transformação linear que leva cada ponto (x, y, z) 
na sua imagem (x,y,-z), simétrica em relação ao plano хОу. Assim, essa transformação é 


definida por: 


T(x, y, 2) = (x, y, -2) 


e sua matriz canónica é: pet А 
fi o o] 
0 1 0 
0 0 -1 


> Е х Y (х,у, 2) 


As reflexões em relação aos planos xOz e yOz têm matrizes canônicas: 


1 0 0 -1 0 0 


respectivamente. 


b) Reflexões em relação aos eixos coordenados 


A reflexão em torno do eixo dos x é o operador linear 
T: IR? — Rº, T(x,y,2)=(x,-y, -2), cuja matriz canônica é: 
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De forma análoga, Т (х,у, 2) = (-x, y,-z) e Т(х,у, 2) = (-х, -y, 2) definem as reflexões 
em relação aos eixos Oy e Oz, respectivamente. 


c) Reflexão na origem 
ток — R° 


(х,у, 2) — (Ex, -y, -2) 


472 Rotações 


Dentre as rotações do espaço ressaltamos a rotação do espaço em torno do eixo dos z 
(Figura 4.7.2), que faz cada ponto descrever um ângulo 0. Esse operador linear T: IR? — IR? € 
definido por 
T (x, y, 2) = (xcos 0 - уѕеп 0, xsen 0 + ycos 6, 2), 
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e sua matriz canônica é: 


cosÜ — -sen8 0 


Figura 4.7.2 


Para “conferir” se T representa a rotação de um ángulo 0 em torno do eixo dos z, 
observemos o seguinte: 


a) Т gira de 6, em torno da origem О, os pontos do plano 2 = 0 (plano хОу), pois: 


T (x, y, 0) = (xcos 8 - ysen 8, xsen 8 + ycos 8, 0) 


b) T não altera os pontos do eixo dos z, pois: 


T(0,0, 2) = (0,0, z) 
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Observação 

O ángulo 0 corresponde ao ângulo central cujos lados interceptam, na circunferência de 
centro em О’, um arco de medida Ө. Esse ángulo 6 não é o ângulo a formado pelos vetores 
ve T(v). 


4.7.3 Problema Resolvido 


Calcular o ângulo a formado pelos vetores v e T(v) quando o espaço gira em torno do 
eixo dos z de um ángulo 0, nos seguintes casos: 


1) 6 = 180° e v=(3,0,3) 


90= 90 e v=( 12,42 V2 


242 4'2 


Solução 


cos 180º  -sen 180º 0 


[T] = [sen 1809 соѕ 1802 0 


1 
o 
o 
> 
% 


d 
E 
" 
o 
i 
o 
o 
" 
o 


о 0 1 3 L 3 


cosa= TO _ (3.0,3).(-3,0,3) _ -9+0+9 _ 


Switi N9*94939 148 — 


a= 90° 
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2) 


— 
o 
o 


ES 
o à 0| XA MA 
242 4 
= nã | = УЗ 
mes o о | = | = 
v2 у? 
| б 1 x у? 
23 № М, (У У У? 
зас BIO ч UE “4 RD 27 
Ivil T()I Ia 
8, 1,1 E 
Vatsta /8' 8^2 
УЗ УЗ 1 
mactare d. 
1x1 q 
а = 60° 


48 PROBLEMAS PROPOSTOS 


Consideremos a transformação linear T: IR? — IR? definida por T(x,y) = (3x - 2y, x + 4y). 


1) 
Utilizar os vetores u=(1,2) e v=(3,-1) para mostrar que T (3u + 4v)=3T (u) + 4T (v). 
2) Dada a transformação linear T:V — W, tal que T(u)=3u e Т(у) =u - v, calcular em 
funcáo de ue v: 
a) T(u+v) 
b) T(3v) 


c) T(4u - 5v) 
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3) Dentre as transformações T:IR? — R? definidas pelas seguintes leis, verificar quais são 
lineares: 


4) 


5) 


a) T(x,y)=(x -3y,2x + Sy) 
b) T(x, y) = (y, x) 

с) T(x,y) = G8, y?) 

d) Т(х,у)=(х+1,у) 

е) Т(х,у) = (y -х, 0) 

f Т(х,у)= (|х|, 2y) 

в) T(x, y) = Genx, y) 

h) T(x, y) = (ху, х -y) 


i) T(x, y) = (3y, -2x) 


Seja V = R?. Fazer um gráfico de um vetor genérico v = (x, y) do domínio e de sua 


imagem T (v) sob a transformação linear T:IR? — IR? dada por: 


a) T(x,y)=(2x,0) d) T (x, у) = (3x, -2y) 
b) T(x, y) = (2х, y) е) T(x, y) =-2(x, y) 
c) T(x, y) = 2x, 2y) f) T(x, y) = (x, -y) 


Dentre as seguintes funções, verificar quais são lineares: 
a) T:R? —— 18°; T(x, y) = (x - y, 3х, -2y) 
b) T:R? —> Rš; T(x, у, 2) =(x+ y, x - y, 0) 


c) TR? —— RP, T(x, y) = (х? +у?, х) 
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d)T:R —— R?, Т(к) =(х,2) 

е) T:R? —— R, T(xy,z)--3x*2y-z 
f) TR? —— R?, T(x,y)=(1x1, y) 

g T:R — R, Т(х,у)=х 

h) T:R? —— R, Т(х,у)= ху 


i T:R? —> R*, Т(х,у)= (у, х,у, х) 


2y 3x 
p T:R? — M(2,2), T(x,y)= 
y) x+2y 


k) T:M(2,2) — R°, T 


o = 
e o 
Ш 
se 
= 
' 

e 
o 
+ 
° 
e 


a b a b 
D) Т:М(2,2) — R, T = det 


m) T: IR? —— R? 


x 
2 1 3 

(x,y,z) — y 
102 

z 


Seja a aplicação T:R? — R° 

(х,у) — (+ ку, x * ky) 
Verificar em que caso(s) T é linear: 
a)k=x 


b)k=1 
с) k=0 
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7) 


8) 


9) 


10) 


13) 


Álgebra linear 


a) Determinar a transformação linear T:R? — Rº tal que T(-1,1)=(3,2,1) e 
T(0, 1) = (1, 1,0). 


b) Encontrar v€ IR? tal que Т(у) = (-2, 1, -3). 


a) Determinar a transformação linear T;Rº—R? tal que T(1,-1,0) - (1,1) 
T(0,1,1)=(2,2) e T(0,0,1)=(3,3). 


b) Achar T(1,0,0) e T(0,1,0). 


Seja  T:R? — R: шта transformação linear definida рог T(1,1,1)=(1,2), 
T(1,1,0)=(2,3) e T(1,0,0)=(3,4). 


a) Determinar T(x, y, z) 
b) Determinar v € IR? tal que Т(у) = (-3, -2). 


c) Determinar v € IR? tal que T (v) = (0, 0). 


Seja T o operador linear no IR? tal que T(1,0,0)=(0,2,0), T(0,1,0)=(0,0,-2) e 
T(0,0, 1) =(-1,0, 3). Determinar T(x,y,2) eo vetor v€ R°? tal que Т(у) = (5,4, -9). 


Determinar a transformação linear T:P, —P, tal que T(1)=x, T(x)=1-x? e 
T(x)2x*2x?, 


Seja o operador linear 

T: IR? —— R?, T(x, y) = Qx + y, 4x + 2y). 

Quais dos seguintes vetores pertencem a. N(T)? 

a) (1,-2) b) (2,-3) c) (3, 6) 

Para o mesmo operador linear do exercício anterior, verificar quais dos vetores pertencem 


a Im(T). 
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Nos problemas 14 a 21 são apresentadas transformações lineares, Para cada uma delas: 
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14) 


15) 


16) 


17) 


18) 


19) 


20) 


21) 


22) 


23) 


a) Determinar o núcleo, uma base para esse subespaço e sua dimensão. T é injetora? 
Justificar. 


b) Determinar a imagem, uma base para esse subespaço e sua dimensão. T é sobrejetora? 
Justificar. 


T: R? R?, T(x, y)=(3x -y,-3x+y) 

T:R? R^, T( y)=(X + y,x, 2y) 

T:R? R?, T(x, y)* (x -2y, x+y) 

T:R? R?, T(x,y,z)=(x +2y-z, 2x- y + z) 

T:R? Rš, T(x,y,z) -(x -y - 22, -x + 2y +z, x - 3z) 
T:R? ——> R?, T(x,y,z) =(х- 3y, x-z, z -x) 


T:P, Rº, T(at +) = (а, 2a,a -b) 
a b 
T:M(2,2) — R?, T |= (a-b, a+b) 
c d 
Seja a transformação linear T:IR"— —— IR? tal que T(-2,3)=(-1,0,1) 


e T(1,-2) = (0,-1,0). 


a) Determinar T(x,y). 

b) Determinar N(T) e Im(T). 

c) T é injetora? E sobrejetora? 

Seja T:R — Rš a transformação linear tal que T(e,)=(1,-2,1), T(e2)=(-1,0,-1), 
Т(ез) = (0, -1, 2) e T(e4) - (1, -3, 1), sendo (e,,e,,e3.€4 ] a base canónica do IR^. 
a) Determinar o núcleo e a imagem de T. 

b) Determinar bases para o núcleo e para a imagem. 


c) Verificar o Teorema da Dimensão. 
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24) 


27) 


28) 


30) 


Encontrar um operador linear T:R? — IR? cujo núcleo é gerado por (1,2,-1) e 
(1,-1,0). 


Encontrar uma transformação linear T:IR? — IR? tal que N(T) = [(1, 0, -1)]. 


Encontrar uma transformação linear T: IR? —> R^ сија imagem é gerada por (1, 3, -1, 2) 
e (2,0, 1, -1). 


Consideremos a transformação linear T: IR? — IR? definida por 
T(x, y, 2) = Qx + y - z, x + 2y) eas bases А = ( (1, 0, 0), (2,-1,0), (0,1,1)) do Re 
B = { (-1, 1), (0,1)} do R^. Determinar a matriz (T]A . 


Seja a transformação linear T:R? —>R?, T(x, y) = (2х- y, х + 3y,-2y) es bases 
A=[(1,1)(2.1)) e B=((0,0,1),(0,1,-1),(1,1,0)). Determinar [T],. Qual 
a matriz Tê onde C é a base canônica do IR?? 


Sabendo que a matriz de uma transformação linear T:R? —> R? nas bases 
A=((-1,1),(1,0)) do R? e B= ((1,1,-1),(2,1,0),(3,0,1)) edo IR? é: 


3 1 

А _ 
= 5 
1-1 


encontrar a expressão de T(x,y) ea matriz [Т]. 


Seja i c2 
= [2 o 
-1 3 


a matriz canônica de uma transformação linear T:IR? —9 Rº. Se Т(у) = (2,4,-2), 
calcular v. 


31) 


32) 


33) 


Transformações lineares 217 


Seja T:IR? — IR? uma transformação linear com matriz 


t -1 

B 
m, sjo 1 
-2 3 


para B=(e,,ez), base canónica do R2, e B'=((1,0,1),(-2,0,1),(0,1,0)), base 
do R°. Qual a imagem do vetor (2,-3) pela T? 


Seja T:R? — R? tal que 


Mg = 
ý -1 1 1 


sendo B; = {(0, 1, 1), (1,0,0), (1,0,1)} e В, = ((-1,0),(0,-1)) bases do R? e do 
Rº, respectivamente. 

a) Encontrar a expressão de T (x, y, z). 

b) Determinar Im(T) e uma base para esse subespaço. 

c) Determinar N(T) e uma base para esse subespaço. 

d) T é injetora? T é sobrejetora? Justificar. 

Consideremos o operador linear 

T:R?—— R? 

(х,у) (9 (х+2у, x-y) 

е аз bases А = [(-1,1),(1,0)), B= {(2, -1), (-1, 1)) e C canônica. 


Determinar [T] ,, [T] y, [Т]. 
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34) 


35) 


36) 


A matriz de T:R? — R? relativa à base B=(vi,vo), 
уз =(3,2), €: 


a) Determinar T(vi)g e T(v;)g. 
b) Determinar T(vi) e T(v;). 


c) Calcular T(x, y). 


Mostrar que a matriz do operador linear identidade 
LR” — m 
у — у 


em uma base qualquer, é a matriz identidade n x n. 


Seja T:R? — R? definida por: 


[T] = 


Determinar os vetores u,v e w tais que: 
a) T(u) =u. 
b) T(v) = 2v. 


c) T(w) = (4, 4). 


sendo v; =(1,1) 
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37) 


38) 


39) 


Seja T o operador linear dado pela matriz: 


1 2 q 
2 0 1 
1 -2 2 


a) Calcular N(T) e dim N(T). 


b) Calcular Im(T) e dim Im(T). 


Seja o espaço vetorial V = M (2, 2) e a transformação linear 


TV — g, 


i ) (a+b, c- d, 2a) 


а) Mostrar que Т é linear. 
b) Determinar [UM sendo A e B as bases canônicas de M(2, 2) e IR?, respectivamente. 
c) Calcular v€ У tal que Т(у) = (3, -2, 4). 


d) Determinar N(T). 


Sejam F:IR? —> M(2,2) uma transformação linear e а е B as bases canônicas de 
IR? e M(2,2), respectivamente. Sabendo que 


1 0 
& |? 1 
[Fl g ES 
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determinar: 
a) F(1,0) 
b) F(0, 1) 
c) F(2,3) 
d) F(x, y) 


e) (a,b) tal que: 


F(a, b) = 


40) Sejam as transformações lineares 


T,:R? — R°, T(x y) -(x- y, 2x+y, -2x) 


T,;:R? — Rº, Ta(x, y) = Qx - y, x - 3y, y). 
Determinar as seguintes transformações lineares de IR? em R°: 
а) Т, - Ta. 
b) ЗТ, -2T;. 
41) Consideremos as transformações lineares S e T de R° em R° definidas por 
SQ y,z) = Qx-y, 3x-2y +2) e TGuy,z) = (x +y - z, y - 22). 
a) Determinar o núcleo da transformação linear S * T. 


b) Encontrar a matriz canônica de 3S - 4T. 
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42) Sejam S e T operadores lineares de IR? definidos por S(x,y)=(x-2y,y) e 
T(x, y) = (2x, -y). Determinar: 


a) S+T d)SoT 
b)T-S е) ToS 
c) 28 + AT f) SoS 


43) Seja a transformação linear: 
S: R? — Rê, 5(х, у, 2) =(х+у, 2, x-y, y +z) 
a) Calcular (So T) (x, y) se 
T:R — R’ 
(х,у) > Qx*y, x-y, x- 3y) 


b) Determinar a matriz canônica de So T e mostrar que ela é o produto da matriz canônica 
de S pela matriz canônica de T. 


44) Аз transformações S:IR? — R°? е T:R? — R? sãotaisque S(x, у) = (y, x - y, 2x + 2y) 
e T(x, y, z) = (x. у). 


a) Sendo B=((1,0,-1),(1,1,1),(1,0,0)) uma base do IR?, determinar a matriz 
[So T] y. 


b) Determinar [ToS], e [ToS]gv, sendo B'=((1,1),(0,-1)) e B" a base 
canónica. 
45) Sendo 5 e T operadores lineares do R? definidos por S(x,y,z)=(x,2y, x-y) e 
T(x, у, 2) * (x - z, y, z), determinar: 
a) [So T]. 


b) [To S]. 
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46) 


Os pontos A(2, -1) e B(-1, 4) são vértices consecutivos de um quadrado. Calcular os 


outros dois vértices, utilizando a matriz-rotação. 


47) 


48) 


49) 


50) 


Os pontos A(-1, -1), B(4, 1) e C(a, b) são vértices de um triângulo retângulo isósceles, reto 
em A. Determinar o vértice C fazendo uso da matriz-rotação. 


Em um triângulo ABC, os ângulos B e C medem 75º cada. Sendo A(1,1) e B(-1,5), 
determinar o vértice C. 


Determinar, em cada caso, a matriz da transformação linear de IR? em IR? que representa 
a sequência de transformações dadas: 


a) Reflexão em torno do eixo dos y, seguida de um cisalhamento de fator 5 na direção 
horizontal. 


b) Rotação de 30º no sentido horário, seguida de uma duplicação dos módulos e inversão 
dos sentidos. 


c) Rotação de 60º, seguida de uma reflexão em relação ao eixo dos y. 
d) Rotação de um ângulo 0, seguida de uma reflexão na origem. 


e) Reflexão em torno da reta у = -х, seguida de uma dilatação de fator 2 na direção Ox e, 
finalmente, um cisalhamento de fator 3 na direção vertical. 


O vetor v = (3, 2) experimenta sequencialmente: 


1) Uma reflexão em torno da reta y = x; 


2) Um cisalhamento horizontal de fator 2; 


3) Uma contração na direção Oy de fator 5 
4) Uma rotação de 90º no sentido anti-horário. 


a) Calcular o vetor resultante dessa sequência de operações. 


b) Encontrar a expressão da transformação linear T:R? —— IR? que representa a com- 
posta das quatro operações. 


c) Determinar a matriz canônica da composta das operações. 
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51) Determinar o ángulo а formado pelos vetores v e Т(у) quando o espaço gira em torno do 


481 


2) 


3) 


4) 


eixo dos z de um ângulo 9, nos seguintes casos: 


У? М y e g=180º 


av (5 
X43 у у? É 
b)v- Ga 747,757) е 0=180º 
v3 v2 у? o 
Ar DE 60 
Respostas de Problemas Propostos 
a) 4u-v 
b) 3u - 3v 
с) 70 + 5v 
São lineares: а), b), е), i) 


a) 


b) 


c), d), e) e f) a cargo do leitor. 
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5) Sio lineares: a), b), e), 8), i), j), k), m). 
6) c)élinear 

7) а) TG, y) = (2x * y, -x +y, -x) 


8) 


9) 


10) 


11) 
12) 
13) 


14) 


15) 


b) v=(3,4) 
a) T(X, y, 2) = (y + 32, -y + 3z) 

b) T(1,0,0) = (0,0) e T(O, 1,0) =(-1,-1) 
a) T(x, y, 2) =(3x -y -z, 4x - y - 2) 
b)v=(1,6-2,2) 

c) v=(0,-z, 2) 


T(x, y, z) = (-2, 2x, -2y + 32) 


v=(2,-3, -5) 
Tla+bx+cx?)=b+(a+c)x+(b+2c)x? 
a), c) 
a), b) 
а) МТ) = ((x, 3x)/x € IR); dim МТ) = 1 


T não é injetora, porque N(T)  ((0,0)). 
b) Im(T)= ((-y,y)/y € RJ; dim Im(T)=1 

T não é sobrejetora, porque Im(T) + IR?. 
a) МТ) = ((0,0)) ; dim N(T)=0. 


T éinjetora, porque N(T)= (0). 


16) 


17) 


18) 


19) 


20) 


21) 


22) 
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b) Im(T)= ((x,y.z) € R/2x-2y-2=0) 
dim Im(T)= 2. T não é sobrejetora, porque Im(T) + RR. 
a) N(T)= ((0,0)); dim N(T)=0 
T éinjetora. 
b) Im(T) = IR ; dim Im(T) = 2; Т é sobrejetora. 
а) N(T) = {(x, -3х, -Sx)/x € R) 
b) Im(T) = R? 
а) N(T)= (Gz, z, 2/2€ R} 
b) Im(T)= ((x, y, z) € R?/2x + y -2=0) 
a) N(T) = (Gx, x, 3x)/x€ IR) 
b) Im(T)= ((x, y,z) € R*/y = -z) 
a) МТ) = (0) 


b) Im(T) = ((a, 2a, c)/a, c € IR) 


a) N(T) = le de IR 


b) Im(T) = IR? 
a) T(x, y) = 2x + y, Зх + 2y, -2x - y) 


b) N(T) = ((0,0)) 


Im(T)= ((x, y, -х)/х,уЄ R) 


c) T é injetora, mas não sobrejetora. 
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23) 


28) 


29) 


30) 
31) 


32) 


Algebra linear 


а) МТ) = ((3y,9,0,-2y)/y€ IR) 
Im(T) = IR? 


b) e c) a cargo do leitor. 
Um deles é T (x, y, z) = (0,0, x + y + 32). 
Uma delas é T(x, y, z) = (x + z, y). 


Uma delas é T (x, у, 2) = (х + 2y, 3x, -x + y, 2x - y). 


2 3 0 
3 3 2 
3 0 -3 3 


8 18 
m=|6 1 
2 4 
v=(2,0) 
(11, -13,2) 


a) T(x,y,2)=(2y+z, -x +y) 
b) Im(T) = IR? ; (base a cargo do leitor) 


с) N(T)= ((x, x,2x)/x € IR) ; (base a cargo do leitor) 


33) 


34) 


36) 


37) 


38) 
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d) T não é injetora. 
T é sobrejetora. 


2 1 3 -1 1 2 


т, = NU e с= 0] = 
-l P 6 -3 3 -1 


а) T(vi)g = (2,-1), T(va)g =(1,-3) 

b) T(v1)=(-1,0), Т(у) = (8, -5) 

©) T(x, y) = (-6х + Sy, -5x + y) 

2) (0,0) 

b) y(3,1) 

c) (1,1) 

а) МТ) = [z(2,-3,-4)/2 € R}, dim N(T)= 1 


b) (Т) = { (x,y,z) € R?/x-y +2=0), dim Im(T)= 2 


Ж a 
b) mos 0 0 1 -l 
2 0 0 0 
2 1 
c) у= ;dER 
d-2 d 
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1 2 о j 2 7 
39) а) b) e) 
3 -1 -2 2 0 4 
x 2x + y 
d) e) não existe (a, b). 
3x - 2y -x + 2у 
40) а) TG, y) = (-х,х +4у, -2х - y) 
b) T;(x, y) = x - y, 4x + 9y, -6x - 2y) 
41) a) {(x,0, 3x)/x € IR 


42) 


43) 


ө 
' 

q 
ES 


а) (S + T) (х, y) = (3x - 2y, 0) 

b) (T- 5) (х,у) = (x + 2y, - 2y) 

c) QS + 4T) (x, y) = (10x - 4y, -2y) 
d) (So T)(x, y) = Qx + 2y, -y) 

e) (To S) (x, y) = Qx - 4y, - y) 

f) (So SG, y) = (x - 4y, y) 


a) (So T) (x, y) = (3x, x - Зу, x + 2y, 2x - 4y) 


b) a cargo do leitor 


45) 


46) 
47) 


48) 


49) 


50) 


51) 
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a) 0 2 0 b) 0 2 0 


Duas soluções: (4, 7) e (7,2) ou (-6,1) e (-3,-4). 
C(-3,4) ou C(1,-6) 


С(-1 -У3, 2/3) ou C(3- V3, 2+2 V3) 


d) e) 


a) (-1,8) 


b) TG, y) e (Гк, 2x6) 


1 
41.0 
c) [T] = 
2 1 
a) а= 90° 
b) a = 90° 


с) e= 41924 


CAPÍTULO 


OPERADORES 
LINEARES 


5.1 OPERADORES LINEARES 


No capítulo anterior dissemos que as transformações lineares T de um espaço vetorial V 
em si mesmo, isto é, Т:У —— У, são chamadas operadores lineares sobre У. 

As propriedades gerais das transformações lineares de V em W e das correspondentes 
matrizes retangulares são válidas para os operadores lineares. Estes e as correspondentes matrizes 
quadradas possuem, entretanto, propriedades particulares, que serão estudadas neste Capítulo. 


Tendo em vista aplicações em questões de Geometria Analítica, serão estudados, de 
preferência, operadores lineares em IR? eem R. 


5.2 OPERADORES INVERSIVEIS 


Um operador T:V —— У associa a cada vetor v€ V um vetor T(v)€ V. Se por 
meio de outro operador S for possível inverter essa correspondência, de tal modo que a cada 
vetor transformado T(v) se associe o vetor de partida v, dizse que S é operador inverso 
de T, e se indica por Т^! 


Observação 


Quando o operador linear T admite a inversa T^!, diz-se que T é inversivel, invertível, 
regular ou não-singular. 
230 
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s 


5.2.1 Propriedades dos Operadores Inversíveis 
Seja ТУ — V um operador linear. 

I) Se T éinversívele T^! é a sua inversa, então: 
ТоТ”! - T o T- I (identidade) 


Ш) T é inversível se, e somente se, N(T)= (0) (Propriedade 2 de 4.2.1 e Corolário 1 
de 4.34). 


Ш) Se T é inversível, T transforma base em base, isto é, se B é uma base de V, T(B) 
também é base de V. 


IV) Se T éinversívele В uma base de V, então Т-':У — V élinear e: 
31 ow a 
UM) 


isto é, a matriz do operador linear inverso numa certa base B é a inversa da matriz 
do operador T nessa mesma base. 


Na prática, a base B será normalmente considerada como canônica. Logo, de forma mais 
simples: 


[ro] = (TJ 
e, portanto: 
[T] [T>] = (To T] = Ш 


Como consequência temos: Т é inversível se, e somente se, det [T] 0. 
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5.2.2 Problemas Resolvidos 


1) Seja o operador linear em IR? definido por 
T(x, y) = (áx - Зу, -2x + 2y) 
a) Mostrar que T é inversível. 


b) Encontrar uma regra para Т^! como a que define T. 


Solução 


a) A matriz canónica de T é [T] = 
2 2 


Como det [Т] = 2 # 0, Т é inversível. 


4 3|' 


1 2 
b) = [T] 7 = - 2 
2 2 1 2 
logo: 
x 1 £ x x i 
[IT^ (x, у)] = [T7] = т 
y 1 2) LY x 2y 
ou: 
q - 3 
T (х,у) = Gt y, х + 2у) 
Observação 
Devemos entender que se T leva um vetor (x,y) ao vetor 
(х',у'), isto é: 
x x 
= [T] 


, 


y à À 
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o operador Т^! traz de volta o vetor (x', y") para a posição inicial (х, y), ou seja: 


= т]! 


É bom que o leitor faça o teste com um vetor de livre escolha, valendo-se de T e Т^! do 
exercício realizado. 


2) Verificar se o operador linear T:R? — R definido рог T(1,1,1) - (1,0, 0), 
T(-2,1,0) 2 (0, -1,0) e T(-1,-3, 2) = (0, 1, -1) é inversível e, em caso afirmativo, determinar 
T^ (x, у, 2). 


Solução 


Observemos inicialmente que ((1,1,1),(-2,1,0),(-1,-3,-2)) é uma base de В? e T 
está bem definido, pois são conhecidas as imagens dos vetores dessa base. Portanto, basta calcular 
T(x, y, z) e proceder como no exercício anterior. Pensamos, no entanto, ser mais fácil proceder 
da maneira como se segue. 


Por definição de T~, temos T-'(1,0,0)-(1,1, 1), T7*(0,-1,0)=(-2,1,0) e 
T^'(0,1,-1) =(-1,-3,-2). Observando que ((1,0,0),(0,-1,0), (0, 1, -1)) é também uma 
base de IR* (verificar!) e que as imagens desses vetores são conhecidas, o operador T^! está 
definido. Ora, existindo a T^', T é inverstvel. Pretendemos calcular T! (x, y, z). 


Para tanto, expressemos (x, y, z) em relação a essa base: 
(х,у, 2) =х(1,0,0) + (Cy -z) (0, -1,0) +(-2)(0, 1, -1) 

logo: 
Т1 (х,у, 2) = xT^!(1,0,0) Cy - 2) T^ (0, -1,0) + Cz) T-* (0, 1,-1) 
T^ Gy, z) *x (1, 1, 1) * Cy - 2) C2, 1,0) + (-z) (-1, -3, -2) 
T^! (x, y, 2) = (x, x, x) + (2y + 22, -y - z, 0) + (z, 32,22) 


T^ (, y, 2) = (x + 2y + 3z, x - y + 2z, x + 22) 
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5.3 MUDANÇA DE BASE 


Sejam A e B bases de um espaço vetorial V. Pretende-se relacionar as coordenadas de 
um vetor v em relação à base A com as coordenadas do mesmo vetor v em relação à base B. 


Para simplificar, consideremos o caso em que dim V = 3. O problema para os espaços de 
dimensão n é análogo. Sejam as bases А = ([v,,vz,v3) e B = (wi, wa, ws). 


Dado um vetor v € V, este será combinação linear dos vetpres das bases A e В: 


V= Xy Vi FX2V2 f Xs Vs (1) 
ou: 

Va 70 X2, X3) 
e: 

VE yiwi t yaWa + ysWs Q 
ou: 


ув = (yi, Yos ya) 

Por sua vez, os vetores da base A podem ser escritos em relação à base B, isto é: 

Vy San Wi tas Wo + asi Ws 

V2 = 292 W1 $ az2W2 + aso W3 (3) 


Va = аз%/ + азз з f a33W3 


Substituindo (3) em (1), temos: 
V = X1 (811 Wi tag Wa + ag Wa) + x2(212W1 +272W2 + 237 Ws) f Ху (213 Wi + 23 W> + 233W3) 


ou: 


v=(anx tax t aisX3) Wi + (82. Xi +222X2 + a23X3) Wa + (231X, + ах +аззхз) W3 (4) 
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Comparando (4) com (2), vem: 


У = ац Хі fax, + а1зХз 
Уз = 32iXi +аз2Х2 + аз3Хз 
Уз = а31Х1 +аз2 Хо +аззХз 


ou, па forma matricial: 


Yi ап tn аз Xi 
ya] = аз dz 823 X 
Ya аз dy азз хз 


ou, mais simplesmente, pela equação: 
ШЫ [UN UN (5.3) 


sendo a matriz: 


chamada matriz de mudança de base de A para B. 


Notemos que o papel dessa matriz é transformar as componentes de um vetor v na base À 
em componentes do mesmo v na base B. 


Observações 


1) Comparando a matriz mí com (3), observamos que cada coluna, pela ordem, é 
formada pelas componentes dos vetores da base A em relação à base B, isto é; 


an dia аз 
[nl]g7|22 |, ьа) е lvslg= аз 


an 832 ass 
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2) A matriz [M é também conhecida como matriz de transição de A para B. 
3) A matriz [IJÊ é, na verdade, a matriz do operador linear identidade 


Loy —— d 


Y —— w 


considerado nas bases À e B. Esse fato fica bem evidente no problema resolvido número 3 do 
item 5.3.1. 


4) A matriz má por transformar os vetores linearmente independentes da base A nos 
vetores linearmente independentes da base B, é inversível. Por conseguinte, da equação 


Id 7 ША Ma (5) 
pode-se obter: 
(1, 205" Evla (9 


donde se conclui que 
A," B 
(qu =y 


isto é, a inversa da matriz-mudanga de base de А para B é а matriz-mudança de base В para A. 


5.3.1 Problema Resolvido 
3) Sejamasbases А = (vi, v4) e B= (wi ,w, } do R?, onde 
vi =(2,-1), va = CL, D e wi = (1,0), wa = (2,1) 


a) Determinar a matriz-mudança de base de A para B. 
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b) Utilizar a matriz má para calcular Mp sabendo que 


UNE 
3i 
Solução: 


a) Pretendemos calcular: 


n an an 
in; - 

azı an 

T 1 


[n] ful, 


Expressemos os vetores da base A em relação à base B: 


vı 2Q,-D7au(1.0) + azı (2, 1) 
ou: 
ап +2а = 2 


incl 


Sistema cujas raízes são: 


4 
an =4 е an =-1, isto é, [v1] = 
-1 
уз = (-1,1)=a12(1,0) + az(2, 1) 
ou: 
ар + 2ap 7-1 
an= 1 
sistema sujas raízes são: 
-3 


an 7-3 е ар 71, isto é, [w], = 
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logo: 


b) Sabendo-se que: 


4 
ъ= ШАМ, ° AS Ы 


obtemos: 


Caso o leitor queira conhecer o vetor v na base canônica, basta fazer: 
v=4(2,-1)+3(-1,1)=(5,-1) 
ou: 


v=7(1,0)-1(2,1)=(5,-1) 


Observação 


Se o problema consistisse apenas em calcular w à partir de ул, Sem utilizar a matriz 
n^. bastaria determinar o vetor v na base canônica, isto é, v=(5,-1) e, posteriormente, 
resolver a equação 
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(5,-1)= ar(1,0)+ a2(2, 1) 


para encontrar a, =7 е аз = -1. 


A utilização da matriz-mudança de base ainda será vista em outros assuntos deste livro. 


5.3.2 Outra forma de Determinação da Matriz-Mudanca de Base 


A matriz-mudança de base [UN pode ser determinada de uma forma diferente. 


Valendo-se das bases A е B do problema anterior e sendo C = (1,0), (0,1)) a base 
canónica, vem: 


2 -1 
ul. = 

-1 1 

Y t 

MI MI 


Q, -1) 220,0) - 1(0,1) 
(71,1) = -101,0) + 10, 1) 


e, de forma análoga: 


" 1 2 

П = 
te 0 1 
t t 
wi wa 


Assim, a matriz -mudança de base de uma base qualquer para a canônica é a matriz que se 
obtém daquela base dispondo seus vetores em colunas. Façamos ША=А e (1 =B. 
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Lembrando o que foi visto em 4.5.3 sobre composta de transformações lineares e levando 
em conta a Observação 4) de 5.3, podemos escrever: 


ША = Поа - ШЕ ША - (5) e вА 


Então, para as bases А е В dadas, temos: 


5.3.3 Aplicações da Matriz-Rotação 


Vimos que a matriz-rotação do plano de um ángulo 0 é: 
[es 9 send 


senô cos 0 


Observemos que as imagens de (1,0) e de (0, 1), pela rotação 6, são: 


cosó -sen 0 1 cos 6 
[sen 0 cos 0 0 sen 0 
e: 
cos 8 -sen 0 0 -sen 0 
| sen 0 cos 0 1 созе 


respectivamente. 
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Portanto, a base P= {u;, u2}, sendo ш =(cos0,sen0) e и, = (-ѕеп 0, соѕ0), é 
obtida da base canônica С = (e,,e; ), sendo е; =(1,0) e e; =(0,1), pela rotação de um 
ángulo 0. Assim, como a base canônica C determina o sistema de coordenadas retangulares 
xOy, a base P determina também um sistema de coordenadas retangulares x'Oy que provém 
do sistema хОу por meio da rotação de um ángulo 6. Conseqüentemente, cada ponto R ou 
cada vetor v do plano possui coordenadas (x,y) em relação ao sistema xOy е (x',y') em 
relação ao sistema x'Oy'. 


A matriz-rotação pode ser encarada como matriz-mudança de base de P para C, 
isto é: 


(cos 8, sen 0) = cos 8 (1,0) + sen Ө (0, 1) 


(-sen 8, со @) = -sen 8 (1,0) + cos 8 (0, 1) 
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Por exemplo, para 0 =90º, tem-se a base: 
P = { (соз 90º, sen 90º), (-sen 90º, cos 90º)) = ((0,1),(-1,0)) 


e, portanto: 


As figuras mostram que o vetor v que tem componentes 4 e 2 na base: 
P=((0,1),(-1,0)) 
tem componentes -2 e 4 na base: 


C=((1,0),(0,1)) 


у= (х,у? 


2-1,0) (-1,0)! 
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No caso de mudança de base de C para P, já vimos que: 


cosÓ -sen6|^! 
“(qm = 

=) 

зеп Ө соз 

ou seja: 


cosó sen& 
es 
uj = 


-sen O cos 0 


Por exemplo, para uma rotação de 0 = 45° no sistema хОу, o vetor у= (x, y) = (4,2) 
na base canônica será w=(X,y)=(3V2,-v2) na base P. 


De fato: 


[соз 45° sen 45º 4 
[Mp = 
-sen 45º cos 45º 2 
[|ea8 yl fa 
2 2 
[vp = 

YA y 

L. 2 2 2 
3.2 

[v]p = 
=y2 
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54 MATRIZES SEMELHANTES 


Seja T:V — V um operador linear. Se A e B sáo bases de V e [T] 


Ae [T], as 
matrizes que representam o operador T nas bases A e B, respectivamente, então: » 
iia B 

[T] (ND rr], n5 (5.4) 
sendo ШИ a matriz-mudança de base В para A. 

De fato: 

Pelo conceito de matriz de uma transformação linear (4.4) podemos escrever: 

(TON = (T], [v], (1) 
e: 

[60], = IT], Iv], 0) 


Sendo ша а matriz-mudança de base de В para A, tem-se: 


Masmi M, e [TG], = Ш? [TO], 
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Substituindo MN, e TO em (1), resulta: 
0% (7601, = rr], Ш [ds 

Como a matriz m é inversível (Observação (4) de 5.3), vem: 
TO = (73^ MA Ша [9], 


Comparando essa igualdade com a (2), conclui-se: 
T B- B 
Mo (00 Ma DA 
que é a relação apresentada (5.4). 
Fazendo [I] A =M, a relação acima fica: 


[T]5 =M [T], M (5:43) 


não se podendo esquecer que M é a matriz-mudança de base de B (22 base dada) para 
A (18 base dada). 


As matrizes [T] е [T] sio chamadas semelhantes. 


Por conseguinte, duas matrizes [T], e [T] sio semelhantes quando definem em V um 
mesmo operador linear T. Mais precisamente, duas matrizes [T] , e [T]g são semelhantes se 
existe uma matriz inversível M tal que 


[Tlp = M^ [T], M 


O esquema a seguir mostra que existem duas maneiras de se obter T(v)g a partir de v,: 


TA 
Ya. TA 


M-* Mo 


T 
D Вы 
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5.4.1 Propriedade 


As matrizes semelhantes [T] , e [T] y possuem o mesmo determinante. 
De fato: 
De 


(p= Mo! [T| M 
vem: 


MIT], = [TJAM 


det M . det [T] p = det [T] , - det M 
ou: 


det [T] = det [T] A 


5.4.2 Problemas Resolvidos 
4) Sejam T:IR? — IR? um operador linear e as bases 
A=((3,4),(5,7)) e B= ((1,1),(-1,1)) 


e seja: 


а matriz de T na base A. Calculemos TM pela relagáo: 


sal 
[T], =M [T], M 
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na qual M é a matriz-mudança de base de B para A. Necessitamos da matriz M que será 
calculada pela relação apresentada em 5.3.2: 


M= [I] AB 


isto é: 
3" apr a 7 5 Í еј 2 dà 
M= = ы 
4 7 va 4 3 i À 4 7 
е: 
" 5 
2 
- = 
DE 
2 1 
logo: 
"UL 6 
2 3 4 2 «12 
ПТ]. = 
x |1. 24 -1 7 
2 1 
Ж 5 8 2.2 
T] - 
a 1 -1 1 
Hio. [5 55 
B 
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Pode-se verificar, através do exemplo, que realmente as matrizes [Т] Ae My sáo 
semelhantes, isto é, que na transformação linear definida em IR? por essas matrizes, em bases 
diferentes, um vetor у Є R? tem a mesma imagem T (v). 


Seja o vetor v, =(2,-1). 
I) Cálculo de T(v), por meio de [T] A 
[TG], = IT), М, 


-2 4 2 -8 
Т(У)], = = 
mo 2 -1| |-1 5 
Ш) Cálculo de ур por meiode M”' partindo de v, : 


Мь= MMA 


[dg 


юр nia 


Ш) Cálculo de Т (у)ь por meio de M^! partindo de T(),: 


[T6] 2 M^ [TC] A 


TO= 


w|- nia 
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IV) Cálculo de T()g por meio de (Ts: 


[TG] = IT] blg 


: 2 -4]|1 2 
diis d ТЕЕ 


Assim, o vetor v tem a mesma imagem Т(у). por meio do operador linear T, definido em 
R? pelas matrizes [T], e [T] s, em bases diferentes. 


V) Por outro lado, as matrizes semelhantes têm o mesmo determinante: 


A 4 
det [T] = =2-8=-6 
E 
2. .- 
det [T] = =-10+4=-6 
1 5 


5) Seja o operador linear T:R? — IR? definido por: 
T(x, y) = Qx + 9y, x + 2y) 
Determinar [T], matriz canônica de T, e a seguir utilizar a relação: 
[T] =M [T] M 

para transformá-la na matriz de T na base: 


B= {(3, 1), (-3,1)} 


Solução 
É imediato que: 
2 9 
[т] = 
1 2 


ou: 


A matriz M de mudança de base de B para a canônica A é dada por: 
M=A! В 


o 
T 
w 


-3 


и 
ы юз 
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Portanto: 
1 1 
E E 2 9| |3 
Mg = 
a= Lil alla 
6 2 
5 5 
"e wp s 
Ma alho, 
6 2 
Š 0 
tr), = 
0 -1 
Observação 
A matriz diagonal 
5 0 
0 -1 


que representa T na base B, é mais simples, no sentido de “estrutura” que a matriz canónica 


de T: 


Já no problema resolvido nº 4 esse fato não ocorreu. A simplificação da matriz do operador 
T está ligada à escolha adequada de uma base, pois é a matriz de mudança de base M que atua 
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sobre a matriz de um operador linear para transformá-la em outra matriz do mesmo operador. A 
escolha da base “certa”, que torna a matriz do operador T o mais simples possível, é objeto de 
estudo no próximo Capítulo. 


5.5 OPERADOR ORTOGONAL 


Seja V um espaço vetorial euclidiano. Um operador linear Т:У — V é ortogonal se 
preserva o módulo de cada vetor, isto é, se para qualquer v€ V 


Іту) [= Ivi 


Observações 


1) Tendo em vista que o módulo de um vetor é calculado por meio de um produto interno 
(Ivl=Y.v), os operadores ortogonais são definidos nos espaços vetoriais euclidianos. 


2) Nos operadores ortogonais, serão consideradas somente bases ortonormais em V e, 
particularmente, a base canônica. 


Exemplos 


1) No R2, como produto interno usual, o operador linear definido por: 


4 3 3. A 
Thx, у)= (Gx ty, sx - sy) 
é ortogonal. 
De fato: 
3 
ITG, 17 бк S + x - у? 


= 16 4, , 24 UM C а 1602 _ 
IT& y) (x 125 ХУ EY *35% -75%У t sy. = 
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ou: 
ITQ, у) 1= ух? +y? = |@,y) |, VG, y) € IR? 

2) Consideremos o R? com o produto interno usual. A rotação do plano de um ángulo 
0 dada por: 
T(x, у) = (xcos 0 - ysen 0, xsen 0 + ycos 0) 


é ortogonal. (A verificação fica a cargo do leitor.) 


3) No R°, como produto interno usual, o operador linear dado por: 
T(x, y, 2 = Cy, x, -2) 
é ortogonal. 


De fato: 


IT(x,y,z) |= V Cy? + х? + (2) = x ey! +22 = |(x,y,2) | 


Observação 


O produto interno de dois vetores u=(a,,..., ap) e v=(bi,..., bn), em relação а uma 
base ortonormal, é dado por: 


u.v=a,b, +..+a,b, (verificação a cargo do leitor) 


Se esses vetores forem expressos na forma matricial: 
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conclui-se que: 
[u.v] = [u]' [v] 


onde [u]! indica a matriz transposta de [u]. 


Observação 
No Apêndice, a matriz transposta dé A, por exemplo, é representada por AT; aqui, a 


transposta será representada por A', uma vez que T está sendo utilizado para representar um. 
operador linear. 


55.1 Propriedades 


I) Seja T:V — V um operador ortogonal sobre o espaço euclidiano V. Então, a 
inversa da matriz de T coincide com a sua transposta, isto é: 


[T] > = [TJt 

De fato: 

Ivi SITI 
ou: 

V v. у= V TC). Т(у) 
isto é: 

v.v=T(v). Т(у) 
ош: . 

[v.v] SITO). Т(у)] 
ou ainda: 

I* [v] = ITO] IT] 
mas: 


OIT] = CIT] [v [T] [v] = [vl [T]* [T] [v] 
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logo: 

M M = Ме [T] [TJIv] 
e, finalmente: 

m m =1 
ou: 


= (т) 


A matriz [T], tal que [T]* = [Т], é chamada matriz ortogonal. Portanto, uma 
matriz ortogonal define um operador ortogonal. 


A matriz canônica do exemplo 1), item 5.5. 


е з 
5 5 
[IT] = з а 
5 5 
é ortogonal, pois: 
ES E 
5 $ 
LP а 
m's |, 4| =0P 
7 US 


A matriz-rotação: 


cosó  -senó 


зеп 0 cos 0 
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do exemplo 2), item 5.5 é também ortogonal, pois: 
cos 0 зеп 0 

m'= = m” 

-sen 0 cos 0 
II) O determinante de uma matriz ortogonal é +1 ou -1. 
De fato: 
Sendo [T] ortogonal, [T]' [T] = I. 
Logo: 


det ([T]' [T]) = det 1 


ou: 
det [T]' det [T] = 1 
Como det [T| = det (T]', vem: 
(det [T]? 2 1 

ou seja: 


det [T] =+1 ou det [Т] =-1 
Dessa propriedade conclui-se que todo operador linear ortogonal é inversível. 


Ш) Todo operador linear ortogonal T:V — ——* V preserva o produto interno de vetores, 
isto é, para quaisquer vetores u, v € V, tem-se: 


u.v=T(u).T(v) 
De fato: 


[TG) . TO = [TG)]* [TC] = CIT] [u])' [T] [v] = (9 [TJ [T] [vJ 
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mas: 
[т]' [T] =1 
logo: 
(то) . T(9] = [u] [v] = [u . v] 
e: 


u.v=T(u).T(v) 


Decorre dessa propriedade que todo operador ortogonal T:V —— V preserva o ángulo 
de dois vetores, isto é, o ângulo entre dois vetores u e v é igual ao ángulo entre T(u) e T(v). 


Esse fato e a definição de operador ortogonal permitem concluir: T transforma bases 
ortonormais em bases ortonormais, isto é, se UTE é base ortonormal de V, então 
(Т(у), .... T(vn)} é também base ortonormal de V. Essa propriedade, como ainda veremos, é 
de grande importância na construção de novas bases ortonormais (u,,u;) do R2, a partir 
da base canônica [e;,e;), е na criação de um novo sistema de coordenadas retangulares 
x'Oy', a partir do sistema xOy, conforme sugere a Figura 5.5.1a. 


Figura 5.5.1a 


Essa transformação, no plano, da base canônica para outra base ortonormal por meio de um 
operador ortogonal T:R? — R? pode ser vista de duas maneiras: 


a) A base (u,,uz) provém da base canônica [e,,e;) рог uma rotação, conforme 
a Figura 5.5.1а, е, nesse caso, det [T] = +1. 
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Reciprocamente, se det [T] =+1 e T ortogonal, T é uma rotação. 


b)A base (u,,uz) provém da base canônica (e,,ez) por uma rotação seguida de 


uma reflexão na origem de apenas um dos vetores (Figura 5.5.1b) ou vice-versa. Nesse caso, 
tem-se: 


det [T] =-1 


Figur 5.5.1b 


Assim, por exemplo, o operador ortogonal, representado pela matriz 


à 


УЗ 1 

2 2 
= 1 

L Y 

2 2 


O que dissemos para o IR? é válido parao R°. 
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Por exemplo, o operador ortogonal no R? representado pela matriz 


é uma rotação, pois det A = 1 para qualquer valor de 0. 


IV) A composta de duas transformações ortogonais é uma transformação ortogonal 
ou, equivalentemente, o produto de duas matrizes ortogonais é uma matriz ortogonal. 


V) As colunas (ou linhas) de uma matriz ortogonal são vetores ortonormais. 


De fato: 


Sejam А = {е,,е,,...‚е„} uma base ortonormal do espaço vetorial euclidiano V e 
T:V — V um operador linear ortogonal representado nesta base pela matriz: 


Tendo em vista que: 
lel=legl=..=legl=1 e 


ej.ej70, ij 
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e que 


T(ei) *au&i taze +..tamen 


T(e))=ame; +аше, +... t anz tn 


T(eg) 2 aine + azne, +... + annen 
pode-se escrever: 


1Т(е1) I? =T(e,) .T(e) 9 afi tal * tal = 1 


|T(e2) 1? = T(e;) . T(e;) 2a tab * tah =1 


| T(ée,) |? = Tes) .T(ep)=2in tan +... tain =1 


T(e) . Tte) = аңа) + ауа) +... + anianj = O 


21 12 din 
азі a22 azn 
ânı ап: ann, 


Tepresentam vetores ortonormais do espaço V e, consequentemente, formam uma base ortonor- 
mal desse espaço. 
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Exemplo: 
Seja a matriz: 
A di q 
v2 у 
A= 0 0 1 
zi ы р 
2 № 
Os vetores-colunas de A são: 
1 1 1 1 
=C—.0,—), u =(—,0,-=) e us=(0,1,0) 
ш Ca > u Ca P з =( 
e: 
lu l=[u,l=[usl=1 
e também: 


шу . Uz =U; -U3 7u;.u5 =0 
logo, o conjunto: 
(n, 47,43) 


é uma base ortonormal do R°. 


Além disso, como det A=1 (verificar!), a matriz A representa uma rotação do espaço. 
5.6 OPERADOR SIMÉTRICO 


Diz-se que um operador linear T:V —>V é simétrico se a matriz que o representa 


7 numa base ortonormal А é simétrica, isto é, se: 
IT] = [T], 


Observações 


1) Demonstra-se que a matriz do operador simétrico é sempre simétrica, independente da 
base ortonormal do espaço. Em nosso estudo, trabalharemos somente com bases canônicas. 


Então, T: V — У é simétrica se [T]' = [Т] 


2) O operador simétrico é também chamado operador auto-adjunto. 
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Exemplos 
1) O operador linear 
T:R? — Rº, T(x,y)=(2x+4y, 4x- y) 
é simétrico, pois a matriz canônica de T 
2 4 
IT] = 
4 -1 
é simétrica, isto é, [T]' = [T]. 
2) No R?ooperador T definido por: 
T(x, у, 2) = (x -y, -x + 3y - 2z, -2y) 


é simétrico e sua matriz canônica é: 


5.6:1 Propriedade 


Seja V um espaço vetorial euclidiano. Se T:V — V é um operador simétrico, então 
para quaisquer vetores u,v € V, tem-se; 

T(u).v=u.T(v) 

De fato: 

(TG) .v] = TO" V = CT) o М = o) DT] [9 = [u] CIT] 9D = fu. TC] 
logo: 

T(u).v=u.T(v) 


Exemplo 


5.7 


1) 


Seja o operador simétrico, no IR? , definido por: 


T(x, y) = (x + 3y, 3x - 4y) 


Consideremos os vetores u = (2, 3) e v = (4,2) e calculemos T(u) е Т(у): 


T(u) = TQ, 3) - (11, -6) 


Т(у) = T(4, 2) = (10, 4) 


T(u) .у= (11, -6). (4, 2) = 44 - 12= 32 


u . Т(у) = (2, 3) . (10, 4) = 20 +12 = 32 


Como se vê: 


T(u.v= 


u.T(v). 


PROBLEMAS PROPOSTOS 


A seguir são dados operadores lineares T em В? eem R>. Verificar quais são inversíveis 
e, nos casos afirmativos, determinar uma fórmula para T^! . 


a) T: IR? 
b) T: IR? 
c) T: IR? 
d) T: I? 
e) T: R? 


f) T: R? 


— m, 


T(x, y) = (3x - 4y, -x + 2y) 
T(x, y) = (x - 2y, -2x + 3y) 
T(x, y) = (2х - y, -4x + 2y) 
T(x, y) = (5x + 2y, -4x - 2y) 
T(x, y) = (x, -y) 


T(x, y, 2) = (x - y +22, y - z, 2y - 32) 
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ЮТК? — RR, T(x,y,)=(xty-2,x+2y,2) 
h) T:R? — R°, T(x, у, 2) = (5 x-zx-y-2) 
i) T:R? — RP, Т(х, у, 2) = (x-y +22, y - z, -2x + y - 32) 


j) TR — R°, Т(х,у,2)=(х+2,х-2,у) 


2) Seja о operador linear T:R? —— Rš definido pela matriz: 


1 0 1 
2 м 1 
0 0 -1 


a) Mostrar que T é um isomorfismo. 
b) Determinar a lei que define o operador T-!. 


с) Utilizar a matriz de T ou de T^! para obter o vetor v€ R tal que T(v)= (2, -3, 0). 


3) Mostrar que o operador linear, по 18°, definido pela matriz 


1 2 3 
2 3 4 
3 5 7 


não é inversível. Determinar v € IR? tal que Т(у) = (6, 9, 15). 


4) Verificar se o operador linear T:R? — IR? definido por T(1,0,0)=(2,-1,0), 
T(0,-1,0)=(-1,-1,-1) e T(0,3,-1) -(0, 1, 1). é inversível e, em caso afirmativo, 
determinar T^! (x, y, z). 
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5) 


6) 


7) 


$ radianos é seguida de uma reflexão em torno do eixo dos y. 


No plano uma rotação de 
a) Mostrar que a transformação é um isomorfismo. 


b) Determinar a inversa da transformação definida. 


Seja T:R? — R? o operador linear que transforma u em T(u) e v em Т(у), 
conforme a figura. 


a) Dar a lei do operador T. 


b) Determinar a transformação linear que transforma T(u) em u е Т(у) em v. 


Utilizar a inversão de matrizes 2 x 2 para mostrar que: 


a) A transformação linear inversa de uma reflexão em torno do eixo dos x é uma reflexão 
em torno desse eixo. 


b) A transformação inversa de uma dilatação ao longo de um eixo é uma contração ao longo 
desse eixo. 


с) A inversa de uma rotação do plano de um ângulo 0 é a rotação do plano do ângulo -0. 
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8) Consideremos as seguintes bases do R?:A= {(1, 1), (0, -1)} e B= ((2,-3),(-3, 5)). 
a) Determinar a matriz-mudanga de base [I i$ 
b) Utilizar a matriz obtida no item a) para calcular ув, sendo va = (2, 3). 


c) Determinar a matriz-mudanga de base de B para A. 


9) Repetir o problema 8 para as bases А = ((3,-1),(1,-2)) e B= ((3,2), (2, 2)) , sendo 
VA 7 (4,3). 


10) Sejam B= {(1, 0), (0, D), В, = (0,1), C,0J, B; = (C1, 1), (2, -3) e 
В; = ((2, 1), (-5, -1)) , bases do IR? 


a) Determinar as matrizes-mudanga de base: 


Вз 


Ше", Ше, ШУ, ШВ ° Op 


b) Determinar o vetor — coordenada de v = (-3, 4) em relação às bases B, Bj, B; e Ba. 


11) Sabendo que: 
m, = e B-(G,5,0,2), 


determinar a base A. 


12) Sabendo que: 


m^- е A=((,3,Q,-4)), 


determinar a base B. 
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13) Abase B é obtida da base canônica A do IR? pela rotação de 7. rad. Calcular: 
а) ША 


B 
ы ше 


14) Consideremos as seguintes bases do R°: 
A= ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) e B=((1,0,-1),(0,1,-1),(=1, 1, DJ 
a) Determinar a matriz mí 
b) Utilizar a matriz obtida no item a) para calcular vg, sendo v, =(1,2, 3). 
c) Determinar a matriz ШИ à 


15) Se 


determinar [v],, sabendo que: 


3 
Iva =|-2 
0 


16) Mostrar que para qualquer base A de um espaço vetorial, a matriz-mudança de base 
má é a matriz identidade. 


17) Em relação aos operadores dados, determinar primeiramente a matrizde T nabase A e,a 
seguir, utilizar a relação entre matrizes semelhantes para calcular a matriz de T na 
base B. 
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a) T:R? — IR, T(x,y)=(x+2y,-x+y) 
A7(C1,1,0,2)) e B=((1,-3),(0,2)) 


b) T:R? — R?, T(x,y)=(2x -3y,x + y) 


A= {(1,0),(0,1)} e B= (G,0,(2,-1)) 


с) T:R? — 182, T(x,y) = (7х - Ay, -4x + y) 


А éa base canônica e B = ((-2,1),(1,2)) 
Ф T:R? — R°, T(x,y,2)=(x-2y-22,y,2y+32) 


A é canônica e B= { (0,1, -1), (1,0,0), (-1,0,1)} 


18) Seja T:IR? —— IR? um operador linear. Consideremos as bases A canônica e 
В = ((4,1),(-11,-3)). Sabendo que 


[Mp = 


determinar [T],, utilizando a relação entre matrizes semelhantes. 
19) Seja o operador linear T:R? —>R?, T(x,y)=(x+y,x-y). 
a) Determinar [Т]ь, sendo B = ((1,2),(0,-1)). 
b) Utilizar a matriz encontrada em a) para calcular TW» sabendo que v=(4,2). 


20) Encontrar três matrizes semelhantes à matriz: 
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21) 


22) 


23) 


Quais dos seguintes operadores sáo ortogonais? 


a) T: R? — К°, Tæ- 5+5 
b)T:R? — R?, T(x, у) = Cy, -х) 
с) T:R? — R?, T(x,y)=(x+y,x-y) 


Dentre os seguintes operadores lineares, verificar quais são ortogonais: 


a) T:R? — R°, T(x,y,z)= (z, x, -y) 
b) T:R? — 18°, T(x,y,z) = (x, y, Z) 
e) T:R? — Rš, T(x,y,z)= (x,0,0) 
d) T: IR? — Rº, T(x,y,2)= (х, ycos6 + zsen б, -ysen 0 + zcos Ө) 


Verificar quais das seguintes matrizes sio ortogonais e, dentre estas, determinar as que 
representam rotações: 


а) [з _4 p| з 4 o 1 E 

5 S 5 5 NA v5 

4 3 EJ 4 EX ql 

5 EJ 5 5 5 У 
af 3] 9[1 o a s a 2 2 
v10 Кл 3 3 

í -ï 0 

ый. ш. Bo ão d. 
vio VI E 1 0 3 3 3 
2 A 2 


ol a i| 9.1.1 1] оов O send 
з М МЗ з ү М 
0 1 0 
Ü Z od EE £ 3 
vi МА УЗ v6 v2 sen 8 0 cos 0 
=® qui. col "es 0 
vo ү № Уз у 


24) Construir uma matriz ortogonal cuja primeira coluna seja: , 


2 1 
9 9р 
» d$ 


25) Mostrar que se A e B são matrizes ortogonais, então AB também é ortogonal. 


26) Mostrar, por meio da multiplicação de matrizes, que uma rotação de 30º seguida de uma 
rotação de 60º resulta em uma rotação de 90º. 


27) Determinar a e b para que os seguintes operadores no IR? sejam simétricos: 
a) T:R? — Rº, T(x,y,z) = (3x -2y, ax + y -32, by + z) 


b) T: IR! — IR, T(x, у, 2) = (x + 2z, ax + 4y + bz, 2x - Зу + z) 


5.7.1 Respostas de Problemas Propostos 


D 9T'Gy-G*253x*2y) 


b) T^! (х, у) = C3x - 2y,-2x - y) 


c) T não é inversível. 


2) 


3) 


4) 


5) 


6) 


8) 
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d) Т-! (х,у) = (x + y, -2x ¿y 
e) Т^! (х,у) = (x, -) 
f) Т-! (х,у, 2) = (x -y + z, 3y - z, 2y -2) 
B T'!(x,y,2)=(2x-y+2z,-x+y-z,z) 
h) T''(x,y,z2)=(x,y-z,x-y) 
i) T não é inversível. 


y d od d 
p T Gy, D= C;x zy 5 x-5Y) 


b) T (х,у, 2) = (x +z, 2x - y + z, -z) 

с) v=(2,7,0) 

v=(z,3-2z,z), z € R 

T^ (x, y, z) = (y + z, -2x - 4y + 7z, x + 2y - 3z) 
УЗ 43.41 


1 
y) T бу) Ce y dy) 


a) T(x, y) = Qx-y,x +y) 


= =G Y -242 
DT yG -3+3) 


b) vg = (7,4) 
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с) " 
P. 
cul 


9) a) 4 3 
9 
-3 -4 


b) vz = (25, -30) 
с) 8 
$i 
9 
5 
10) а) 


B3 _ -8 
«р 


b) vg = (-3,4), ур, =(4,7), Vg, =(1,-1), vg, = ( 


11) A= (1,3), (1,-2)} 
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12 B=((3,-2), (2, 1)} 


зә Га м] 
2 


2 
T ў 
[1 * | 
» fa м] 
Er] 2 
soa 
2 2 


4) 39 [2 1 1] 


©) i Qo 4 
0 1 1 
-l -1 1 
15) -5 
3 
2 


17) 


18) 


19) 


21) 


22) 


23) 


e) 


e 
р 
| 


d) p d 2 1 
[m = fo 1 of melo 
o 2 3| 0 


1 -3 
ma = 1 4 
ш 3 -1 
T = 
(Ts Ë E 


b) T (v) = (6, 10) 
São ortogonais a) e b) 
São ortogonais a), b) e d) 


São ortogonais: a), c), d), f), 8), h), i) 
São rotações: a), d), f), h), i) 
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У 
E 
з 
b) EN 
2 
"3 
2 
73 
D) а) а=-2 
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CAPÍTULO 


VETORES PRÓPRIOS 
E 
VALORES PRÓPRIOS 


61 VETOR PRÓPRIO E VALOR PRÓPRIO DE UM OPERADOR LINEAR 


Seja T: V —>V um operador linear. Um vetor v€ V, v0, é vetor próprio dc 
operador Т se existe X Є IR tal que 


T(v)=Av 


O número real À tal que Ttv)=Av é denominado valor próprio de T associado ac 
vetor próprio v. 


Observações 


a) Como se vé pela definição. um vetor v + 0 é vetor próprio se a imagem Т(у) for um 
multípio escalar de v. No IR? e no IR? diríamos que v e Т(у) têma mesma direção. Assim, 
dependendo do valor de A, o operador T dilata v, contrai v, inverte o sentido de v ou o 
anula no caso de À = 0 


Na Figura 6.1a, o vetor v € IR? é um vetor próprio de um operador T que dilata v, 
porque А2 1. A Figura 6.1b mostra um vetor v que ndo é vetor próprio de um operador T. 


b) Os vetores próprios são também denominados vetores característicos ou autovetores. 


c) Os valores próprios são também denominados valores característicos ou autovalores, 
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Figura 6.12 Figura 6.1b 


Exemplos 


1) O vetor v=(5,2) é vetor próprio do operador linear 


T:R? — IP, T(x,y) = (4х + 5y, 2x + y) 

associado ao valor próprio À = 6, pois: 
T()=T(5,2)=(30,12)= 6(5, 2) = бу 

Jáovetor v =(2, 1) não é vetor próprio deste operador T, pois: 


TO. D= (13,9, ) 


para todo À € IR, 


2) Na simetria definida no IR? por Т(у) = -v, qualquer vetor у £ O é vetor próprio associado 
ao valor próprio À = -1. 
Observação 


Tendo em vista aplicações em questões de Geometria Analítica, serão estudados, neste 
Capítulo, somente vetores próprios e valores próprios de operadores lineares em IR? cem R>. 
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6.2 DETERMINAÇÃO DOS VALORES PRÓPRIOS E DOS 
VETORES PRÓPRIOS 


1) Determinação dos valores próprios 


Seja о operador linear T: R? —— Rº, cuja matriz canônica é: 


isto é, А = [T]. 


Se v e À são, respectivamente, vetor próprio e o correspondente valor próprio do opera- 
dor T, tem-se: 


A.v=Av (v é matrizcoluna 3 x 1) 


ou: 
Av-Av=0 
Tendo em vista que v = Iv (I é a matriz-identidade), pode-se escrever: 
Av-Alv=0 
ou: 
(A-ADv=0 (6.24) 
Para que esse sistema Кёбле admita soluções nào-nulas, isto é: 
x 0 
va ур * |o 
z 0 
deve-se ter: 


det(A - A) 20 
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ou: 
ап а ETE] ^ 0 0 
det а an аз! - |0 A ojl 0 
аш 33 азз 0 0 à 
ou, ainda: 
ап an аз 
det | an dA as = 0 (6.25) 
às An аз-А 


А equação det(A - AT) = 0 € denominada equação característica do operador T ou da ma- 
“nz A, e suas raízes são os valores próprios do operador T ou da matriz А. O determinante 


det (A - AD) é um polinômio em À denominado polinômio característico. 


2) Determinação dos vetores próprios. 


A substituição de A pelos seus valores no sistema homogéneo de equações lineares 6.2 
permite determinar os vetores próprios associados. 


62.1 Problemas Resolvidos 
1) Determinar os valores próprios e os vetores próprios do operador linear 


ТОК? — Rê, Tx y, 2) = (3х -y tz, x + Sy = z, x-y + 32) 


solução 


I) A matriz canônica do operador T é: 


280 Álgebra linear 


A equação característica do operador T é: 


3-A -1 1 
det(A - XD = -1 5-Х - |= 0 
1 -1 3-A 


isto é, desenvolvendo o determinante pela 18 linha e observando a alternância dos sinais que 
precedem os produtos, vem: 


5-A -1 -1 -1 -1 5-A 
G-X -CD +1 = 0 

-+ 3-A 1 3-A 1 ~l 
(3-A)(15 -8A +A? - 1) +1(-3+А+1)+1(1-5+А)=0 
45-244 + 33 -3 - 15% + B? - АЗ +A-3+A+1+1-5+A=0 


2M + ПА? - 36A + 3670 
ou: 


MX - 114? + 364 -36=0 

As soluções inteiras, caso existam, são divisoras do termo independente -36. Com as 
devidas substituições na equação acima, constata-se que À = 2 é uma delas. Conseqüentemente. 
A-2 é um fator do polinômio característico A? - 11A? + 36А - 36. Se dividimos esse 
polinômio por À - 2, a equação poderá ser apresentada como: 

(A -2)0* -9A + 18)=0 
+, portanto, as demais raizes são soluções da equação: 


A? -9+18=0 


Logo, os valores próprios do operador T são: 
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П) O sistema homogéneo de equações lineares que permite a determinação dos vetores 


próprios associados é: 
(A-ADv=0 


Considerando 


3-A 4 i| fa 9 
Ho 05-3 q y| = |0 
Li 4a 3a] |: 0 


A=2: 
1 -1 1 x 0 
-1 $ al y| = |0 
1 -1 1 z 0 
isto é: 
Ix - ly + 12=0 
lx + Зу - Iz20 
ix - ly + 1z= 0 


O sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 


(6.20) 


i) Substituindo A рог 2 no sistema (6.2c), obtém-se os vetores próprios associados a 
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Assim, os vetores do tipo v, = (x, 0, -x) ou v, = x (1, 0, -1), x % 0, são vetores próprios 
associados a À, = 2. 


ii) Substituindo A por 3 no sistema (6.2c) obtém-se os vetores próprios associados а 
№ =3: 


о 
D 
x 

o 


| 2 al |y| = о 
1 -l 0 z 0 
isto é: 
-у+2= 0 
-х + 2у - 2 = 0 
x-y =0 


O sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 

y=x 

z= x 

Assim, os vetores do tipo v; = (x, x, x) ou v; = x(1, 1, 1), x # O, são os vetores próprios 
associados a À; = 3. 


iii) Substituindo À por 6 no sistema (6.20), obtém-se os vetores próprios associados a 
№ = 6: 


' 
w 
0 
x 
o 


isto é: 
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O sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 
у = -2х 


2 = х 


Assim, os vetores do tipo va = 


(x, -2x, x) ou vs =x(1,-2,1), x%0, são os vetores 
próprios associados a Аз = 6. 


2) Determinar os valores próprios e os vetores próprios da matriz 


Solução 


I) A equação característica de A é; 


aue S 
det(A -А) = = 0 


isto é: 
(4 -A)(1 -A) -10=0 
ou: 
4-4 -Х+А -10=0 
2-5 -6=0 


As raizes dessa equação são: 
A=6 
Aj 


que são os valores próprios da matriz A. 
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II) O sistema homogéneo de equações lineares que permite a determinação dos vetores 
próprios associados é: 


(А -А)у=0 


Considerando: 


= (6.24) 


i) Substituindo À por 6 no sistema (62d), obtém-se os vetores próprios associados ao 
valor próprio А, = 6: 


-2 5 x 0 
2 3 y 0 
isto é: 
-2х+5у=0 
2x-5y = 0 


O sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 
Es 
poss 


2 
Assim, Os vetores do tipo v; 2 (xx) оч v, Tx) x 0, ou, ainda, v; =х(5, 2) 
são vetores próprios associados ao valor próprio À, = 6. 
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ii) Substituindo À por -1 no sistema (6.2d), obtém-se os vetores próprios associados ao 
valor próprio №, = -1: 


5 5 x 0 

2 2 y i 0 
isto é: 

5х + Ѕу = 0 

2х + 2у = 0 


O sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 


y = -х 


Assim, Os vetores v; = (x, -х) =x (1, -1), х Æ 0, são os vetores próprios associados ао valor 
próprio à; =-1. 


3) Determinar os valores próprios e os vetores próprios da matriz 


D A equação característica de A é: 


-16-A 10 
det (A -AI) = =0 
-16  8-A 


isto é; 


(16 -3) (8-3) t 160-0 
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ou: 
-128+ 164 - 8A +A? + 16070 
M + 8А +3220 


As raízes dessa equação são: 


_ 3148 -4x32 


^ 9 
х= -8 + v64 - 128 
` 2 
s -8 + 8i 
2 
M=4+4i 
X, 2 M -di 


€, por conseguinte, a matriz À não possui valores próprios nem vetores próprios. 


Observação 


Se na definição de valor próprio de um operador linear T se admitisse A qualquer, real 
ou complexo, poder-se-ia dizer que a matriz A possui valores próprios complexos e, em 
conseqüéncia, vetores próprios de componentes complexas. Neste texto consideraremos apenas 
valores próprios reais. 


6.3 PROPRIEDADES DOS VETORES PRÓPRIOS 


E VALORES PRÓPRIOS 


D Se v é vetor próprio associado ao valor próprio А de um operador linear T, o 
vetor av, para qualquer real a £0, é também vetor próprio de Т associado ao mesmo À. 


De fato: 


TW = А 
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Т (оу) = oT(v) = а (№) 
ou: 
T(av)=Aav) 


0 que prova que o vetor ev é vetor próprio associado ao valor próprio À, 


Aliás, os problemas resolvidos 1 e 2 servem para ilustrar essa propriedade. 


Observação 


Tendo em vista que av é vetor próprio associado ao valor próprio A, fazendo 


1 
dns E, 
lvl 


pode-se obter sempre um vetor próprio unitário associado ao valor próprio À. 
H) Se À é um valor próprio de um operador linear T: V —* V, о conjunto S, de 


todos os vetores v € V, inclusive o vetor nulo, associados ao valor próprio №, é um subespaço 
vetorial de V. 


De fato, se v,.v; € Sy 
Т(у) = Т(у) + Т(у;) = Avi + Ау; = À (vi tva) 
e, portanto, v, + v; € Sy. 


Analogamente, se verifica que av € S, para todo o € IR. 


O subespaço 
s= tve ViT(v) Av) 


é denominado subespaço associado ao valor próprio A ou espaço característico de Т 
correspondente а À ou quto-espaço associado a А. 
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Por exemplo, no problema resolvido по 2 vimos que ao valor próprio À = 6 correspondem 
0s vetores próprios do tipo v =x(5, 2). Assim, o auto-espaço associado a 6 é: 


S, = (x(5,2)x€ R) = [(5,2)} 


que representa uma reta que passa pela origem. 


TII) Matrizes semelhantes têm o mesmo polinômio característico e, por isso, os mesmos 
valores próprios. 


De fato: 

Seam T:V —5 V um operador linear e A е B bases de V. Sabe-se que a relação 
entre matrizes semelhantes é [T]g = М”? [T]4 M, sendo M a matriz-mudanga de base de B 
para A. Então: 

det ([T] y - AD = det (M~? [T] „М - M) = det (M^! [T] M -AM^' 1M) 


det ([T] p - M) = det (M^! ([T], -A)M) = det M^! det([T] , -M)det M 


det ([T] y - M) = det M^! det M det([T] A = M) = det (M^! M) det([T], -AD 


det ([T] =) = det ((T] , -AD 
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64  DIAGONALIZACAO DE OPERADORES 

Sabe-se que, dado um operador linear Т:У — У, a cada base B de V corresponde uma 
matriz [T], que representa T nabase B. Nosso propósito é obter uma base do espaço de 
modo que à matriz de T nessa base seja a mais simples representante de T. Veremos que essa 
matriz é uma matriz diagonal. 


6.4.1 Propriedade 


Vetores próprios associados a valores próprios distintos de um operador T: V. — V são 
linearmente independentes. 


Faremos a demonstração para o caso de À, e А, distintos. À prova para o caso de n 
valores próprios distintos é análoga. 


Sejam T(vi) Juv, e Т(у) = Ау, com № £X. 
Consideremos a igualdade: 


ару *a,v 70 0) 
Pela linearidade de T, tem-se: 


a Тб) + a T(v;) 70 


aÃ sv t aov; = Ü (2) 
Multiplicando ambos os membros da igualdade de (1) por Ат, vem: 

алм t ауду =0 (3) 
Subtraindo (3) de (2): 

230% -A)v,= 0 

Mas: 


A-A, #0 e у. #0 
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loga: 
a = 0 
Substituindo a, por seu valor em (1), tendo em vista que v, #0, vem: 
a= 0 


Logo, о conjunto (v,,v; ) é El. 


Corofário 

Sempre que tivermos um operador T:R? — Ж? com A Az, o conjunto (v,,v, ), 
formado pelos vetores próprios associados, será uma base do R?. Este fato vale em geral, isto é, 
se T: V. — V € linear, біту =n e T possui n valores próprios distintos, о conjunto 
(vis vasos Yn +, formado pelos correspondentes vetores próprios, é uma base de V. 
Exemplo 

Seja o operador linear 


T:R? — Rº, TG, y) = C3x - Sy, 2y) 


À matriz canônica de T é: 


A equação característica de T é: 


det (A - M) = 
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ou: 
(3-390 -А)=0 
A +A-6=0 


e. portanto, № = 2 e À> = -3 são os valores próprios de T. Como À, + As. os correspondentes 
vetores próprios formam uma base de IR? 


Calculando os vetores próprios por meio do sisterna homogêneo 


obteremos: 


e para Àj = 2 os vetores v, =x(1,-1), 


e para №, 2-3 osvetores v; = x(-1, 0). 
Logo, o conjunto 
(0,-0,C1,0)] 


é uma base de R°. 


Por outro lado, sempre que tivermos uma base de um espaço formada por vetores próprios 
e conhecermos os valores próprios associados, poderemos determinar o respectivo operador nesse 
espaço. É o que faremos no próximo problema. 


6.4.2 Problema Resolvido 


4) Os valores próprios de um operador linear T:R? — R? são A, 72 e A; =-3, senda 
vi = (1, -D) e v; = (-1,0) os respectivos vetores associados. Determinar T (x, y). 


Solução 


Expressemos, inicialmente, (x,y) em relação à base (0-1, 01,0); : 


Gy) 2 a(1,-1) * 1,9) 
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ou; 
a-b=x 
ze deg 
donde: 
а= -у e b--x-y 
Logo: 
(х,у) = -y (1,-1) + Cx -y) (1, 0) 
Aplicando o operador T, vem: 
TG, y) = -yTQ,, -1) * Cx -y) T(-1,0) 
mas. 
T(, -1) 22(1, - 2 Q,-2) 
T(-1,0) = -3(-1,0) =(3, 0) 
logo: 
T(x, y) =-y (2, 2) + (-x-y) (3, 0) 
ou: 
T(x, y) =(-3х - Sy, 2y) 
Observação 


Chamando de P a base acima, isto é: 


P = {(1,-1),(-1,0)} 
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e observando que: 
TO, -1)=2(1,-1)=2(1,-1) * 0(-1,0) 
TC1,0) = -3(-1,0)=0(1,-1) - 3(-1,0) 
conclufmos que a matriz 


Up = 
о 3 


representa O operador T na base dos vetores próprios e é uma matriz diagonal cujos elementos 
da diagonal principal são A, e Az. 
6.4.3 Propriedade 

Consideremos um operador linear Т em IR? que admite valores próprios Ai, ^z € As 


distintos, associados a vi,V, e vs, respectivamente. O corolário da propriedade anterior nos 
assegura que o conjunto P = (v,,Yz,Va ) € uma base do IR^. 


Tendo em vista que 

Т(,)= Му; = у + Ovo + 0v, 
Т(у) = Ху, = Ov, tov, + Ova 
Т (уз) = Ava = буу + бу; + Аз Vas 


o operador T é representado na base P dos vetores próprios pela matriz diagonal: 


Up |0 X 0|=D 


constituida de valores próprios na diagonal principal. 
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Sendo А a matriz canónica do operador T, isto é, [T] = A, as matrizes A e D são 
semelhantes por representarem o mesmo operador T em bases diferentes. Logo, a relação entre 
matrizes semelhantes (5.4) permite escrever: 


D = M'AM 
sendo М a matriz-mudanga de base P рага a canônica C= [e,,e,,e4), onde e, =(1,0,0). 


ез =(0,1,0) e e -(0,0, 1). 


Como: 
a etH pari Ei 
M=[I] =C P= рер 
С 
a relação anterior escreve-se: 
D=P-!AP (6.4.3) 


sendo P a matriz cujas colunas são os vetores próprios do operador T (estamos designando 
por P tanto a base dos vetores próprios quanto a matriz acima descrita; no contexto identifica-se 
quando é uma e quando é outra). 


A relação (6.4.3) motiva a definição a seguir: 


A matriz quadrada A ё diagonalizdyel se existe uma matriz inversível P tal que P^! AP 


seja diagonal. 
Diz-se, nesse caso, que a matriz P diagonaliza A. ou que P é a matriz diagonalizadora. 


A definição acima pode ser expressa de modo equivalente: Um operador linear T: V. — V 
€ diagonalizável se existe uma base de Y formada por vetores próprios de T. 


6.44 Problemas Resolvidos 


5) Determinar uma matriz P que diagonaliza: 
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Solução 
No problema resolvido de número 1 já calculamos os valores próprios e os vetores próprios 
de A eencontramos À 22 e v; =(1,0,-1), № =3 ev; =(1,1,1), Аз = 6 e v, = (1, 2,1). 


Como os A, são distintos, o conjunto P= [v,,vz,v3) forma base do IR? e, portanto, 
a matriz 


diagonaliza A. 


Calculemos: 


ЫЈ 
н 
о 
w 
o 
“ 
> 
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6) Seja T:IR? — IR? um operador linear dado por: 


T(x, y) = (4х + Sy, 2x + y) 


Encontrar uma base de IR? em relação à quai a matriz de T é diagonal. 


Solução 


A matriz canônica do operador T é: 


to 


Pelo problema resolvido de número 2, os valores próprios são A =6 e M=-l,eos 
respectivos vetores próprios são y, = x(5,2) e v; =х(1, -1). 


A base em relação à qual a matriz de T é diagonal é P = { (5, 2), (1,-1)), base dos 
vetores próprios. 


Por conseguinte, a matriz: 


1 1 

т 7T7|45 5||5 1} 6 0 
PAP = š =D 

2 s Hi2 э] 0-1 

7 7 


Vetores próprios e valores próprios 297 


Observação 


Se na matriz P trocarmos a ordem dos vetores-coluna, isto é, tomarmos 


7) Determinar uma matriz P. que diagonaliza 


Solução 


1) A equação característica de A é: 


det(A- AI) = 0 1-4 -i = Ü 
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isto é, desenvolvendo o determinante pela 13 linha e observando a alternância dos sinais que 
precedem os produtos, vem: 


lA -l 0 -1 0 І-А 
Q-X à +0 = 0 


(2-A) [0 -3(4-39*2] -0+0=0 


@-%)(@4-5Х + А? + 2у= (AN - SA + 6)= 2-9Q -А)(3-А)=0 
e daf: 


M=2 e A =3 


(o número 2 é uma raiz dupla da equação). 


TI) Calculando os vetores próprios por meio do sistema homogéneo: 


dex qu 0 х o 
0 1-A + y| =|0 
0 2 4-À z о 
obteremos: 


e para À, =2 um só vetor próprio LI, v, =(1,0, 0); 


e para А; =3 um só vetor próprio LI, v, =(1, 1, -2). 


Ш) Como só existem dois vetores LI de R°, não existe uma base P constituída de 
vetores próprios. Logo, a matriz A não é diagonalizável. 


Observação 


O problema resolvido número 9 mostrará um exemplo de matriz A que também, como 


esta, só possui dois valores próprios, porém, em correspondência, existe uma base P de vetores 
próprios e, conseqüentemente, A é diagonalizável. 


Passaremos a estudar um caso particular muito importante de diagonalização . 
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65 DIAGONALIZAÇÃO DE MATRIZES SIMÉTRICAS 


6.5.1 Propriedades 
D A equação característica de uma matriz simétrica tem apenas raízes reais. 


Faremos apenas a demonstração para o caso de uma matriz simétrica A de ordem 2. 


De fato: seja a matriz 


A equação característica de A é: 
P-A г 
дет (А - AD) = = 0 
isto é: 
(p-M(-X-r =0 
ou: 
PQ-Mp-Aq*M -r =0 
M -(р+ А+ (ра -12)=0 
O discriminante dessa equação do 20 grau em А é: 
(p t 9? -4(ра - 2) = р? + 2pa +q? - 4pq tar = (p - a? + 40 


Tendo em vista que esse discriminante é uma soma de quadrados (não-negativa), as raízes 
la equação característica são reais e, por conseguinte, a matriz A possui dois valores próprios. 


Ш) Se Т.У—— V é um operador linear simétrico com valores próprios distintos, então 
75 vetores próprios são ortogonais. 
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De fato: 


Sejam № e À, dois valores próprios do operador simétrico T e A, ÆA. 


T(vi)2X,v, e T(v;) = ,v,. Pretendemos mostrar que 


Sendo T um operador simétrico, pela propriedade 5,6.1, vem: 


Tí). va = vi . T (va) Й 


Sejam aind: 


ou: 
Ava -Y2 = v ( Az va 
ou: 
M .va)- Alvo .12)=0 
ou, ainda: 
Qi -A M0 .v9)50 
Mas, 
М - A #0 implica v, .v¿=0, ou seja: 
v lv 
Ш) Em 6.4.3 vimos que uma matriz А é diagonalizada pela matriz P dos vetores próprios 
através de 


D=P7 AP 


(6.5.1: 


No caso particular de A ser simétrica, pela propriedade anterior, P será base ortogonal 
Tendo em vista futuras aplicações, é conveniente que P, além de ortogonal, seja ortonormal. 


о que se obtém normalizando cada vetor. 
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Assim, de acordo com a propriedade У de 5.5.1, os vetores próprios ortonormais de P 
formarão uma matriz ortogonal e, pela propriedade I de 5.5.1, temse P^! = Pt. Portanto a 
relação (6.5.1) fica: 

D=P!AP 


e, nesse caso, diz-se que P diagonaliza A ortogonalmente. 


6.5.2 Problemas Resolvidos 


8) Determinar uma matriz ortogonal P que diagonaliza a matriz simétrica: 


7 -2 0 
А = }-2 6 2 
0 2 5 


Solução 
I) A equação característica de A é: 
7-1 -2 0 


det(A-3) = | 2 611 -2 |= O 
0 2 5-4 


isto é, desenvolvendo o determinante pela 14 linha e observando a alternância dos sinais que 
precedem os produtos, vem: 


eA -2 2 2 -2 6-A 
0-X 42) +0 = 0 


(7-Х) [6 -3)(5 -39)-4] *2[2(5 - А) +0] +0=0 


( -3)(6 - А) (5 -3) -28 + 4A -4(5-3950 


C -3)(6 -3)(5 - А) -28* 44 -20* 4420 
(7 -X)(6 -А)(5 -3) -48 + 8A =0 

(7 -3(6-3)(65 -3)-8(6-3)20 
(6-X[C -3(5-X-8j- 0 
(6-3)(35 - 12A + 3? -8) 20 

(6 3908 - 12А + 27)=0 
(6-30 -3)0 -9)=0 


As raízes dessa equação são A, = 3, X; = 6 e А; = 9 е, por conseguinte, são valores pié- 
prios da matriz A. 


П) O sistema homogéneo de equações lineares que permite a determinação dos vetores 
próprios associados é: 


(A-ADv=0 


Considerando 


0 
-2 6-A .2 y|7|0 (6.5.24 
0 


i) Substituindo A por 3 no sistema (6.5.2a), obtém-se os vetores próprios associados 
aM=3: 
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0 
-2 3 -2 y|=]j0 
0 


isto é: 


4х - у +02 = 0 
-2x + Зу - 22 = 0 
Ох - 2у +22 = 0 


O sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 
y= 2x 
2 = 2x 


Assim, os vetores v, = (х, 2x, 2x) = x(1, 2, 2) são os vetores próprios associados ao 
valor próprio A, = 3. Fazendo: 


1 1 


ERES 


obtém-se o vetor próprio unitário u; «A associado a À, = 


ii) Substituindo À por 6 no sistema (6.5.22), obtém-se os vetores próprios associados a 


1 22 0 x 0 
à D 2 у! = |0 
0 -2 -l z о 
ло É: 
Іх - 2y =0 
-2x -22= 0 
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O sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 


1 
Assim, OS vetores v; =(X,7X,-Xx) = x (1 
próprio Az = 6. Fazendo 7 


-1) são os vetores próprios associados ao vale: 


š аа i дА, 2 z 
obtém-se o vetor próprio unitário uz = Gy» associado a À, = 6. 


iii) Substituindo A por 9 no sistema (6.5.2a), obtém-se os vetores próprios associadc: 
a À, =9: 


2 -2 0 x 0 
2. 3 2 y|= 0 
0.2 4 z 0 
isto é: 
-2x - 2y =0 
-2x -3y-2=0 
-W-4=0 


O sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 


Assim, Os vetores vs = (x. x) 7 x(l, ad são os vetores próprios associados ao valor 
próprio À; = 9 
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Fazendo 


1 MEE NC 
РЕШИЛ — 


$9 3 
fu o. 
1 


obtém-se o vetor próprio unitário us = @ > + з) associado a À, = 9. 


HI) A matriz P, cujas colunas são as componentes dos vetores próprios unitários u,,u; e 


uz associados aos valores próprios À,,À; e Аз é ortogonal: 


2 z 2 

3 3 3 

= [2 cd ¿2 
ке lg 3 3 
Qo 2. E 

з "3 3 

1 t 1 

ч uy Us 


De fato: 
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isto 


9) 


Algebra linear 
A matriz P é a matriz diagonalizadora. De fato: 
D=P-! AP = P' AP 
é: 
l. qdo n H. bou 
s з эрү” Wi a 3 
2 1 2 2 1 2 
De da q gi e @ ЕИ a 
2 2 1 2 2 1 
s "x ip e + Sig es E 
1.4 2 2 
B m wis ЖОЮ 
go E dou Е 
DES Mar emer 306 
2. Bo 4 
ч-т Hill - 3з 
L3 3 3 
3 0 0 
D= 0 6 0 
0 0 9 
Seja o operador linear simétrico T; IR? —— IR? definido pela matriz: 
1 0 -2 
A-|0 0 0 
2 0 4 


Determinar uma matriz ortogonal P que diagonaliza A. 
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Solução 


I) A equação característica de A é 


det (A -AD = o -A 0 = 0 


isto é, desenvolvendo o determinante pela 13 linha e observando а alternância dos sinais que 
precedem os produtos, vem: 


(1-0 -0 +2) =0 


(0 -X))(4 -3)-0-2(-2) 20 
Q0 -3)3)(4-X3)* A70 
OU: 
NASR=O n M(5-X-0 


As raízes dessa última equação são À, = 0, À> = 0 e As = 5 е, por conseguinte, são va 
lores próprios do operador linear simétrico T. 


ID) O sistema homogéneo de equações lineares que permite а determinação dos vetores 
próprios associados é: 


(A-ADv=0 


Considerando 
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O sistema fica: 


IA 0 2 x o 
Š DX. iB lala (6.5.26 
E: 0 4-A| |: 0 


i) Substituindo A por O no sistema (6.5.2b), obtém-se os vetores próprios associados a 
M=0 e А, =0: 


1 0 -2 x 0 
о o о y| = |0 
-2 0 4 z 0 
isto é: 
x- 22 20 
-2x + 42 = 0 


O sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 


2=1х e у qualquer 


" 1 z л 
Assim, os vetores v #(х,улух) são os vetores próprios associadosa А, =0 e А, =0. 


Fazendo x=2 e y=0, por exemplo. obtém-se um vetor v, =(2,0, 1); fazendo x=0 
e y=1, por exemplo, obtém-se outro vetor v; =(0,1,0). Os vetores próprios v, e va, 
linearmente independentes, são associados ao mesmo valor próprio À = 0. 


Os vetores próprios unitários, associados a À =0 e А, — 0, são: 


1 2 i 
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ii) Substituindo A por 5 no sistema 6.5.2b, obtém-se os vetores próprios associados 


-4 0 2 x о 
0 -5 0 yj =g 
= о EI z 0 
isto é: 
4х - 22 = 0 
-5y =0 
-2x - z=0 


O sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 

2=-2x 

y=0 

Assim, os vetores уз = (x, 0, -2x) = x (1, 0, -2) são os vetores próprios associados a Аз = 5. 


Fazendo 


L 1 


уота Y 


2 
obtém-se o vetor próprio unitário us "Ue 9; E associado a Аз = 5. 


Ш) A matriz P, cujas colunas são as componentes dos vetores próprios unitários 
ui, € из, asociados aos valores próprios Mı, À» € Az, é ortogonal: 


E 
P- 1 0 
Y 2: 

У 

1 T + 
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De fato: 
u . U = Uz -Uz =й; цу =l 
uU. Uz =U; „uz =ü; .u=0 


TV) A matriz P é a matriz diagonalizadora. 


De fato: 


D-P^ AP = P* AP 


1 
1 0 q 9. Sm 
D= 0 0 0 1 0 
2 
-2 о 4 9 =] 
5 
° 0 &| 
D= 0 0 O 
EN 
vs | 
fo o o 
D=|0 о O 
оо $ 


10) Seja o operador linear simétrico T:R? —— IR? definido pela matriz 
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Determinar a matriz ortogonal P que diagonaliza A. 


Solução 


I) A equação característica de A é: 


isto é: 


(4-3(-3-3) - 144-0 


Qu: 
-12 -4A + ЗА + А? - 14420 
X -A-156=0 
As raizes dessa equação são: 
à, 2-12 
X, 213 
e, por conseguinte, Ay =-12 e Аз = 13 são os valores próprios do operador linear T. 


ID O sistema homogêneo de equações lineares que permite a determinação dos vetores 
próprios associados é: 


(A-ADv=0. 
Considerando 
x 
у= 
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o sistema fica: 


i) Substituindo À por -12 no sistema (6.5.2c), obtém-se os vetores próprios associac + 
a ÀM 7-12: 


[16 12 х 0 
[12 9/|y Ё 0 
isto é: 
16х + 12у = 0 
12x + 9y = 0 


О sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 


4 4 
Assim, Os vetores v, = (х, -397x( P EU são os vetores próprios associados a А, = -12 
Fazendo: 


m 
5 


4 
obtém-se o vetor próprio unitário u, = $, -$) associado ao valor próprio À, = -12. 


ii) Substituindo À por 13 no sistema (6.5.2c), obtém-se os vetores próprios associados a 
À, = 13: 
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isto é: 
9x + 12у = 0 


12x - 16у 


a 
o 


O sistema admite uma infinidade de soluções próprias: 


es 
У24 


" 3 
Assim, os vetores v; = (x, 39 =x(1, 2) são os vetores próprios associados a À; = 13, Fa- 


zendo: 


obtém-se o vetor próprio unitário uz = (m associado ao valor próprio À; = 13. 


И!) A matriz P, cujas colunas são as componentes dos vetores próprios unitários u; е u; 
associados aos valores próprios A, e Az, é ortogonal: 


3 El 
5 5 
Há y 
E 5 

De fato: 


u;.u,7u5.u;-l 
u, -u,=0 


A matriz P é a matriz diagonalizadora. 


De fato: 


D = P-'AP = P'AP 
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Pa alla aufs 4 
5 E $i 5 
з=. llas за з 
5 E 3 E 
[s «зе s] 
eN we 5 
® Gu. 
$ s| 5 5 
42 6 
Dz 
0 13 


6.6 PROBLEMAS PROPOSTOS 


1) Verificar, utilizando a definição, se os vetores dados são vetores próprios das correspon- 
dentes matrizes: 


2 2 


a) v=(-2,1). 


b)y=(1,1, Y. [0 2 1 


с) х= (2,1,3). |2 3 2 
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Determinar os valores próprios e os vetores próprios das seguintes transformações lineares: 
a) T:R? —9 R?, T(x,y)=(x + 2y,-x + 4y) 

b) IR? —> R?, T(x,y) = (2x + 2у, x + 3y) 

c) ТЛА? — RP, T(x, y) =(5x- y.x + 3y) 

d) T:R? — RC, Т(х,у)=(у, -х) 

e) TR) — Rº, Т(х,у, 2) =(х+у+ а, 2у+2,2у+ 32) 

Р TR? — R°, Т(х,у, х) = (х, -2x - y,2x +y * 2z) 


g) T:R? — Rº, Т(х,у, 2) = (х+у, у, х) 


а) | 3 e) 1 o o] 
A= 

-1 E As 11 1 -2 

o 1 q 
b) [2 1 r 23 
А = 9 3 2 1 

з 4 A=|1 4 1] 

1 Š 3 
e) y^p ф - ` 
g) 3 3 -2 


1 1 2 
= 8 6-5 
d) 3 ы а h) 0 0 2 
А=| 2 3 A=|0 + 


o 
o 
i 
ә 
© 
oo 
L 
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4) Provar as seguintes proposições: 

a) Se um operador linear Т:У — V admite A=0 como valor próprio, então T nāc + 
inversível. 

b) Uma matriz A e sua transposta A! possuem os mesmos valores próprios. 

€) Os valores próprios de uma matriz triangular (ou diagonal) são os elementos da diagor= 
principal. 

5) Os vetores v¡=(1,1) e v,=(2,-1) são vetores próprios de um operador line: 
T:R? — Rš, asociados а A, — 5 e A, =-1, respectivamente. Determinar à image- 
do vetor v = (4, 1) por esse operador. 

6) а) Determinar o operador linear T:R? —* R: cujos valores próprios são X, 71 + 

М =3 associados aos vetores próprios v, = (у, -у) e v; = (0,у), respectivamente 
b) Mesmo enunciado para А, 73, À; = -2 e v, =x(1,2), v; = x (-1,0). 

7) a) Quais são os valores próprios e os vetores próprios da matriz identidade? 

b)Se A =4 e № =2 são valores próprios de um operador linear T:R’ —— R: 
associados aos vetores próprios u=(2,1) e v=(-1,3), respectivamente, determina: 
T(3u- у) 

с) Mostrar que se u e v são vetores próprios de uma transformação linear associados : 
A, então au - Bv é também vetor próprio associado ao mesmo A. 

8) Seja T:R? — В? uma transformação linear que dobra o comprimento do veto: 
u=(2,1) e triplica o comprimento do vetor v=(1,2), sem alterar as direções nem 
inverter os sentidos. 

a) Calcular T (0, 3). 
b) Determinar T (x, y). 
с) Qual a matriz do operador T pa base { (2, 1), (1,2)) ? 
9) a) Determinar as matrizes das rotações em IR? que admitem valores e vetores próprios. 


b) Determinar os valores e os vetores próprios das rotações referidas em a). 
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10) Seja T: V — V um operador linear não-inversível, Os vetores não-nulos do núcleo de 
T são vetores próprios? Em caso afirmativo, determinar o valor próprio associado e, 
em caso negativo, justificar. 


11) Verificar se a matriz A é diagonalizável. Caso seja, determinar uma matriz P que diago- 
naliza A e calcular P7! AP. 


a) 2 4 9 2 3 4 
Sr А= |0 ! 
3 1 a E 
= о 0 3 
b) 9 1 
A= D Box 2 
4 6 
L J A=|0 1 0 
o) 5.4 0 2 3 
AE 
1 3) h) 3 g 
А = |-5 1 5 
g T3 1 
z 0 -1 
А=|-1 3 1 
0 2 2 
e) 1 0 0 


12) Seja T:IR? — К? o operador linear definido por 


T(x, у) = (7х - 4у, -4x + y) 
a) Determinar uma base do IR? em relação à qual a matriz do operador T é diagonal. 


b) Dara matriz de T nessa base. 
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13) Рага cada uma das seguintes matrizes simétricas A, encontrar uma matriz ortogonal Р, para 
a qual PAP seja diagonal: 


a) $ 5 d) Pod 1 
Ads 
2 2 A=| 0 -1 0 
en | 
1 0 1 
b) 3 -a 
А = е) # 2 -2 
3 25 
J Ao 1 4 
9 $2 2 A 1 
AS 
2- u$] 


14) Determinar uma matriz P que diagonaliza A ortogonalmente e calcular P^! AP. 


a) 5 3 E 6 0 6 
Am 
A us А=| о 2 о 
E 
& 6 1 
b) 0 0 2 
[^ -2 е 
A=|0 -1 O 9 I 
А =|-2 2 
2 о 0 à 
= -1 1 5 
Ы 
o) 3 -1 £ 
ashi os + 


-1 3 
L! 


6.6.1 Respostas de Problemas Propostos 
1) a) sim b) sim c) não 


2) а) № =3, w =(y,y); 372, va=(2y,9) 
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3) 


6) 


7 


8) 


b) =l, м =у(2,1); S 724. v; =x(1,1) 

с) Л, = =4, v=x(1.1) 

d) Não existem. 

е) =А, 21, v=(x,y,-y): M 74, va = x(1.1.2) 

Ü Mes l, v; 2 zG.-3, 1: X; 7-0, v; 7z(0,-3,1); As 7-2. уз = z(0,0, 1) 
g) = А, SÀ =l, v=(x,0,2), xez não simultaneamente nulos. 

3), 72, vi =у(3, 1); № 24, v; *y(l D 

b) =l, v, =(-y.y); M=5, vo =(x,3x) 

cM =l, vi 7 (X,0,-xX); M=2, v; = (-22,22,2); M 73, va = (x. 22x, -X) 
дум 7-1, vj 2x(1,1,1; 22=2, v; = х (1,1,0); А =3, vs =x(1,0,0) 
e) M =l. у = (22, 22,1); А е Az imaginários 

fX 22, м =(х,у,-х-2у; №=6, ж = (x, x, x) 


QN =-1, у=(х,у,2х+ Уу) 


nM=2, vi =x(1,0,1), X; 7-1, v4 =у(0, 1,0); А 7-2, vy =x(1,0,-1) 
(8, 11) 


a) T(x,y)= (x, 2x + Зу) 


b) TG, y) = Cay) 


a) À = 1, todos os vetores do espaço com exceção do vetor nulo. 


b) (26,6) 


a) (2,10; b) T(x,y)= (é 5+3. yd dy; 9 
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9 a3 |1 0 - 0 
(rotação de 0º) e {rotação de 180º) 
о oa 
b)A=1 e A=-1, respectivamente; com exceção do vetor zero, todos os vetores do IR? 
são vetores próprios. 
10) Todos os vetores do núcleo, com exceção do zero, são vetores próprios associados a À = 0 
П) a 1 4 zm. od 
P= I 
-1 3 0 5 
b) 1 1 10 0 
Р = PAP = 
dj ud 0 5 


c) Não diagonalizável. 


d) [2 1 0 3 0 0 
P=|1 0 Eb BAR [Os 2 0 
2 1 2 0 0 1 


e) Nào diagonalizável. 


9 la $ 3 1 0 0 
P=| 1 0 -2|Р!АР=|0 2 0 
é 6 à 0 о 3 

b 
2) o ddp cd 1 0 0 
P=|1 0 O[|P'AP4|O 1 0 
10 1 o Ж 3 

L 


h) Não diagonalizável. 
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Vetores próprios e valores próprios 
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" "ü 
A a 


d) 
e) 
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A 


" 
a 
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CAPÍTULO 


FORMAS QUADRÁTICAS 


74 FORMA QUADRÁTICA NO PLANO 


A matriz simétrica real; 


associa ao vetor vg = (x. y) € TR? referido à base canónica 
S= [e,,e2), e, 7 (1.0) e ез =(0, 1), o polinômio 
ax? + by? + 2сху 


que é um polinômio homogêneo do 29 grau em x e y chamado forma quadrárica no plano. 


Na forma matricial esse polinômio é representado por 


sendo a matriz simétrica A a matriz da forma quadrática. 


32% 
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Assim, а cada vetor vç corresponde um número real: 
p=ax? + by? + 2сху 


Estamos designando tanto o par (x, y) quanto a matriz simplesmente por vg- 
É fácil identificar em que contexto cada um estará sendo usado. 


Exempio 


A matriz simétrica real: 


define no IR? a forma quadrática 
p-4x? - Зу? + 24xy 


ou, na forma matricial 


Ао vetor Vg 7 (1, 2), por exemplo, corresponde o número real 


p-4(1y -3(2) + 24(1)(0)=4-12+48=40 


7.1.1 Redução da Forma Quadrática à Forma Canónica 
A forma quadrática no plano vi Av, pode ser expressa por: 


Mx + Ay? 
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onde A, e A, são os valores próprios da matriz À, e x' e y’ as componentes do vetor v na 
base P= (u,,uz), isto é, y, 
a ÀM e Az. 


De fato: 


=(x'.y'). sendo u, e uz os vetores próprios unitários associados 


Tendo em vista que a matriz P é a matriz-mudança de base de P para S, pois: 
[15 5S7 P= IPEP 


e, portanto: 


podemos escrever: 
É Av, = (Pvp) ACN 
Y Av; = (Pvp) A(Pvp) 
ou: 
X ыйы 
x AS = (P AP)vp 


Como P diagonaliza A ortogonalmente (conforme 6.5 - propriedade III) 


M O 
P'AP=D= 
0 Ma 
concluj-se que: 
{ EN: 
x rum De, 
ou: 
a cl[x м ox 
[x y] = [xy] 
e ki ly о A| |у 
ou, ainda: 


ax? by? +20xy= ax? + №у? 
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А forma Mx’? +A,y? é denominada forma canônica da forma quadrática no plano ou 
também forma quadrática diugonalizada. 


Exemplo 


1) A forma quadrática: 

4x? - 3y2 + 24xy 
pode ser expressa por: 

-12x% + 13у'2 


De fato: 


A forma quadrática 
4x? - 3y? + 24xy 


é definida pela matriz 


Mas os valores próprios da matriz A, conforme o problema resolvido número 10, Capítulo 
6.sio A =-12 e X, = 13. Logo, а forma canônica da forma quadrática é: 


-124" + 13y!2 


II) Por outro lado, os velores próprios unitários associados a À, e À, são, respectiva- 


3 
mente, u; D сү} eus y 
Logo: 
E 
B 5 
P= 
4 3 
sE 
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Como vg = Pvp equivale a vp =P" v 


D 


pois Рі = Р! pelo fato de P ser matriz orozco: > caleular v, 


р а partir de v 


5 


Supondo que v Ix: y ESI; vêm 


isto é, vy = (ху) = 1.2) 
Assim 
4х2 = 3y? + 24ху =-12x 7 + 1347 


AIP - 302) + 24(1)(2)=- 


4-12+48 


40 = 40 


O que na verdade acabamos de fazer foi uma mudança de base ou uma mudança de referen- 
«tal. O vetor v. que na base canónica Š é vg - (i. 1. na base P dos vetores próprios unitários 
2 vp=(-1.2), Como a base canônica individualiza o sistema cartesiano retangular xOy ea base 
P o sistema retangular x'Oy', podemos dizer que um ponto que tem coordenadas (1.2) em 
do ao primeiro sistema tem coordenadas (-1.2+ em relação ao segundo sistema. А figura 


Ja página seguinte mostra esse exemplo. 


Essa mudança de referencia! corresponde a uma rotação de um ângulo 8 do sistema xOy 
i о sistema х'Оу'. A matriz responsável por essa rotação é a matriz ortogonal P. 
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Se tivermos o cuidado de dispor os vetores próprios unitários da matriz P de modo que 
det P = 1, ela sempre representará uma rotação (ver 5.5.1-[Ha) e a transformação de coordenadas 


`< 
< 


que irá ocorrer no estudo das cônicas, a seguir, será sempre uma rotação. 


7.2 CÓNICAS 


Chama-se cônica a todo conjunto de pontos М do plano cujas coordenadas x e y, em 
relagáo à base canônica, satisfazem à equação do 2º grau: 


ax! by? + lexy t dx tey t £20 


onde a. be c não são todos nulos. 
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Observação 


As coordenadas x ey dos pontos M do plano são as componentes dos vetores v € IR. 
que satisfazem a equação de uma cônica í Figura 7.2) 


MG, y) 


Figura 7,2 


724 Equação Reduzida de uma Cônica 


Nosso propósito é o reconhecimento e a análise da equação de uma cónica. Dividiremos 
esse trabalho em duas etapas, sendo a primeira constituída de três passos. 


Seja a equação de uma cônica: 


ax? + by? + 2сху + dx +ey+f=0 И 


12 Etapa: Eliminação do termo em xy 


10 Passo: Escreve-se à equação na forma matricial: 


[x y] * [de] + f=0 (2) 
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(Os colchetes serão dispensados nas matrizes 1 x 1: [f] e [0] 5 
ou: 
t М 
wAvs +Nvg+f=0 


onde: 


x Е e 
fara А = e N= jd el 


s b 
y E b 


20 Passo: Calculam-se os valores próprios № e А, e os vetores próprios unitários 


щ = (хи, Xi) € 


и; = (X3). X37) da matriz simétrica A. 


30 Passo: Substitui-se na equação (2) а forma quadrática 


i а e * 
Avg = [x y] 
c b y 
pela forma canónica: 
№ О fx 
“De = [xy] 
0 Xy 
e 
x 


< 
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por: 


tendo o cuidado para que det Р = 1, a fim de que essa transformação seja uma rotação. 


Assim, a equação (2) se transforma em: 


A 0 x Xn Ха | [ж 
xy] + [de] {=й 
0 aly Xa Xa| |y 
ou: 
Мх + Ay + px +ay'+f=0 (3) 


que é a equação da cônica dada em (1), porém referida ao sistema x'Oy'. cujos eixos são 
determinados pela base P = (uj u; |, conforme sugere a figura. 
pe 2 ge E 


Observernos que enquanto a equação (1) apresenta o termo misto em xy, a equação (3) é 
zesprovida dele, Portanto, na passagem da equação (1) рага (3) ocorreu uma simplificação, 
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2a Etapa: Translação de Eixos 

Conhecida à equação da cônica 

Mx? Sy? +px * gy +f=0, (4i 
para se obter à equação reduzida efetua-se uma nova mudança de coordenadas, que consiste na 
translação do último referencial x'Oy' para o novo, o qual chamaremos XO'Y. A análise das 


duas possibilidades é feita a seguir 


D Supondo A, e Az diferentes de zero, pode-se escrever: 


M х) + x Ly) + ғ=0 
N № 


ou: 


2 q 
ias Po + Tigr Pod 
L AO P oo 
Fazendo: 
BB ga 
EE Е 


e. por meio das fórmulas de translação: 


X=x +. 


EN 


vem 


AX 6X 


e. finalmen:e 


AQN MY = Е (5) 
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A equação (5) é a equação reduzida de uma cónica de centro e, como se vé, o primeiro 
membro é a forma canônica da forma quadrática no plano. 


1) Se um dos valores próprios for igual a zero, А =0, por exemplo, 4 equação (4) 


fica: 
Xy"? +рх'+ду' +{=0 
ой: 
X? +. y)+px'+f=0 
М 
К ИОК. ы 59. ЖЕ 
raye E 
Xy x ape +f E 0 
Й ye, f q 
Ay ty + A: ИХ 
aO ees RUE ego o 
Fazendo, por meio de uma translação: 
4 q 
X=x t—- 
р ph 
Y=y'+ ET 
“Az 
em 
MY +pX=0 (6) 
A equação (6) é a equação reduzida de uma cônica sem centro 
Tbservação 


Se em lugar de A, fosse Az = О. a equação reduzida da cónica sem centro seria. 


AX? фо 
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7.2.2 Classificação das Cônicas 


1) A equação de uma cônica de centro é: 
MX2 +A Y2= F 
e Se Л, e Az forem de mesmo sinal, a cónica será do género elipse. 


e Se А, e №, forem de sinais contrários, a cônica será do género hipérbole. 


IT) A equação de uma cônica sem centro é: 


MY? +pX=0 
ou: 
AMX + qY =0 
Uma cônica representada por qualquer uma dessas equações é do gênero parábola. 
7.3 PROBLEMAS RESOLVIDOS 
1) Determinar a equação reduzida e о género da cônica representada pela equação 
2x + 2y? &£2xy & T /2x + 5VIy + 10-0 (1 
Solução 


De acordo com 7.2.1, dividiremos esse trabalho em duas etapas, sendo a primeira consti- 


tuída de três passos, 


18 Etapa: Eliminação do termo em xy 


19 Passo: Escrevemos a equação dada na forma matricial: 


ix y] + [72 542] + 10=0 Q 
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20 Passo: Calculemos os valores próprios e os vetores próprios unitários da matriz 


2 1 
A= 
1 2 
2-4 1 
det (A - AD = det =0 
1 2-A 
isto é: 


(2-3)2-X)-1-20 


4-AA£M -120 


M - 4+3=0 
M=3 
М =1 


Resolvendo o sistema 


obteremos os vetores próprios de A. 


Para A, = 3, vem: 
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Рага А; 21, vem: 


e daí; 
va=x(-1,1) 


Portanto, os correspondentes vetores próprios unitários são: 
11 L | 
u, =(——) е ш =.) 
Ce tra 
30 Passo: Substituímos em (2) a forma quadrática 
[х y] 


pela forma canónica 


3 0 x 
x y] 
0 1 y 
€ o vetor 
x 
y 
por 
1 1 š 
a TR x 
КД 2 
dr Es / 
YN s| [v 
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onde já tivemos o cuidado de dispor os vetores próprios unitários de tal modo que: 


a fim de que essa transformação de coordenadas represente uma rotação. 


Logo. a equação (2) fica: 


(31 


é а equação da cónica (1), porém referida ao sistema x'Oy'. cujos eixos são suportes de 


e v, (ou шу e пу}, conforme a figura 7.3a. 


Figura 7.3a 
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22 Etapa: Transiação de Eixos 
Tomemos a equação (3) e façamos uma translação do sistema x'Oy”. Assim: 


Зх? + y? + 12x -2y +10=0 


(Gx" + Dx )e (y? -2y) 2-00 
зх + ax) (y? -2y') 2 -10 
3(x? + 4x’ +4) + (y? -2y + 1)=-10+ 3(49+ 1 
3(x +22 + (y - 1)? =3 [E 
Utilizando as fórmulas de translação. façamos 
X=x +2 
Ү=у'-1 
e, portanto. a equação (4) fica: 
3X) + Y?=3 


ou: 


que é a equação :cduzida da cónica dada em (1), porém referida ao sistema XO'Y. onde 
O'(-2. 11. 


Trata-se de uma elipse cujos semieixos medem 1 e 4/3. estando o eixo maior sobre с 
eixo dos Y, conforme mostra a figura 7.3b. 


Observação 
ч т: сз, Бъ a š š 
Tendo em vista que e, =(1,0) e и, = a +=), o ângulo 8 correspondente à rotação 
é dado por AUN 
cup p. = m 1 1 
cos 0 = — =e .u=1( )*0( - 
теш! vz Уз 
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Figura 7.3b 


е. v. 
22 =e,.u,=0(-—= 
leaf lus] v 


sto é 


8 = arc cos 


2) Determinar a equação reduzida e o género da cônica representada pela equação 
11x? - 24xy + dy? + 20x - 40y -20=0 


Solução 
13 Etapa: Eliminação do termo em xy 


10 Passo: A equação dada na forma matricial é: 
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são: 


ou: 


H -32 x x 
[х y [ ] + [20 - 40] [ ] - 20-0 (6. 
* 4 y y 


20 Passo: Os valores próprios e os vetores próprios unitários da matriz simétrica 


11 -12 


4 3 
№220, щ TS) 


4 
MES, ш=(5) 


(A verificação fica a cargo do leitor.) 


30 Passo: Com as devidas substituições. a equação (6) fica: 


3 Or, + 
[х y] [ | + (20 -40) 
о 5? 


т 
T 
aja ајы 
<. х 
LL 
" 
5 
П 
е 


20x" - 5y'? + 40x' - 20y' -20 = 0 


ou, ainda: 


*8x'-4y -4-0 


28 Etapa: Translação de Eixos 


4057 * 2x + D) - (y? ray + 4) =4+4-4 
Ax Iggy y +205 =4 
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Fazendo: 
X=x+1 
Y=y'+2 


a equação acima fica 
ах? -Y!-4 


ou: 


que é a equação reduzida da cónica dada em (5). porém referida ao sistema XO'Y, sendo 
OL, -2). 


Trata-se de uma hipérbole cujo eixo real, de medida 2, está sobre o eixo dos X, conforme se 
vé na figura 7.3c. 


уф 


Figura 7.3c. 
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3) Determinar a equação reduzida e o género da cônica representada pela equação: 


x! *2xy + y? -8x+4=0 


Solução 
12 Etapa: Eliminação do termo em xy 
10 Passo: A equação dada na forma matricial é: 
1 1 x x 


Ix y] + [-8 0] +4=0 
1 L y y 


2º Passo: Os valores próprios e os vetores próprios unitários da matriz simétrica: 


M=0, ui “Cara 


№=2, uz(—,— 
2 а =( NN 
(Verificação a cargo do leitor.) 


39 Passo: Com as devidas substituições, a equação (7) fica: 


Ix y] +[-8 0) 
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ou: 
8 8 
2y? -——. x -— y'+4=0 
ул" X 
Qu, ainda: 
4 
2x --=y'+2=0 
y 5 A” 


4 4 
A er aas 
(y AN A 
(^ - gY +0202 
2 


G -vY = 2 Ix 


Fazendo: 
X=x 
Y=y' -v2 . 
2 equação acima fica: 


Y!-242X 


que é а equação reduzida da cónica dada em (7), porém referida ao sistema XO'Y, onde 


o'o, 2). 
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Trata-se de uma parábola de parámetro igual a V2, tendo para eixo o eixo dos X. 
conforme mostra a figura 7.3d. 


Figura 7.30 


4) Determinar a equação reduzida e o género da cônica representada pela equação 
4x? -3y? + 24xy - 156 = 0 


Solucáo 


Como essa equação não apresenta os termos de primeiro grau em x e y, a resolução é 
constituída somente da 18 etapa. 


19 Passo: A equação na forma matricial é: 


(x y] - 156-0 (8) 
12 31 |у 
2º Passo: Os valores próprios e os vetores próprios unitários da matriz simétrica 


4 12 


12 -3 
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são: 


M= 13, ms 


sooo 
SS 
43 
5'5 


(Verificação a cargo do leitor.) 


O cálculo dos vetores próprios e de seus correspondentes vetores unitários é dispensável 
neste problema de se encontrar a equação reduzida, a não ser se desejarmos construir o gráfico, 
ferencial x'Oy” 


pois são esses vetores que determinam e novo 


30 Passo: Com as devidas subsuiuições. a equação (8) fica: 


22 дү, 
[x' y] - 156= D 
o 13 |у 
ou ; 
y 
-12х'? + 13y? = 156 
ou: 


n n 
Lia La 


12 13 


que representa uma hipérbole 
com eixo real sobre o eixo dos 


à 7 


y. conforme mostra a figura 
7:36. 


Figura 7.3 
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5) Determinar a equação reduzida e o género da cônica representada pela equação 


x). 6x+8y-7=0 


Solução 


Como essa equação não apresenta o termo em xy, a resolução é constituída somente dz 
28 etapa. 


x! -6x--8y*7 
х? -6х+9 = -8у+7+9 
(х - 3)? = -8у +16 


(x~ 3)? =-8 (y - 2) 


Fazendo 
X=x-3 
Y =y-2 


a equação anterior fica 


X? =-8Y 


Figura 7.3£ 


que representa uma parábola de vértice na origem do sistema XO'Y, com O'(3, 2), e voltada 


para baixo, conforme mostra a figura 7.3f. 
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7.4 NOTAS COMPLEMENTARES 


74.1  Cónicas Degeneradas 
Vimos que a equação do segundo grau nas variáveis x e y 
ax? by? + 2сху + dx + ey £ 0 (41) 


representa uma elipse ou uma hipérbole ou uma parábola. 


No entanto, em casos particulares. essa equação pode também representar um par de retas, 
uma só reta, um ponto ou o conjunto vazio, que são as chamadas cónicas degeneradas. 


A análise da equação (7.4.1) permite concluir os diversos casos: 

a) Se A e X, tiverem o mesmo sinal, a cónica será uma elipse, um ponto ou о conjunto 
vazio. 
Exemplos 
1) А equação 


(x42) + (y - 19 =0 


х? + y? + ax -2у+5=0 


representa o ponto (-2, 1) (circunferência de raio igual a zero). 


25 А equação 
2х2 + 2y2 + 1= 0 


-presenta o conjunto vazio. Essa equação não define nenhuma figura geométrica (о 19 membro 


¿sempre # 0) 


b)Se M e Az tiverem sinais contrários, a cónica será uma hipérbole ou duas retas. 
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Exemplo 
A equação 
9х? -y? =0 


representa as retas y =-3x e y = 3x 


De fato, fatorando o primeiro membro, obtemos: 
(Зх + y) Gx - y)=0 
e concluímos que: 
3x+y=0 ou 3x-y=0 
Ou seja: 
=-3x ou y=3x 


с) Se A, =O ou А, =0, a cônica será uma parábola, duas retas paralelas, uma reti 
ou o conjunto vazio. 


Exemplos 
1) A equação 
4x! =9 Qi74 e X70) 


representa duas retas paralelas. 


De fato, podemos escrever 


ou: 


Formas quadráticas 349 


que são duas retas paralelas. 


2) А equação 


" 
o 


Ол=0 e X71) 
representa uma reta, по caso, o eixo dos x, isto é, y = 0. 
3) A equação 

3x? 2-5 (ài 73 e X; =0) 


representa o conjunto vazio. 


As cónicas (elipse, hipérbole e parábola) e suas degenerações (um par de retas, uma só reta 
e um ponto) constituem as possíveis interseções de uma superfície cônica com um plano. 


7.5 PROBLEMAS PROPOSTOS 


1) Identificar as seguintes cônicas: 


а) Ж өл h) x? +y? =0 px 


y 
bx -y =] i) x?’ +y? +1=0 а) у -3!-0 
с) х? -у? = 0 т) 3x2 - 4y? = 
5) 2х2 +3y2 = 
е) x! -у=0 
f х-у?=0 


р х+у= о) Sy? - 3х= 0 
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Mostrar que as seguintes equações representam duas retas no plano: 
а) 4c -y? =0 

b) x! ~ 16у? =0 

c) x! &2xy ty? - 1720 


Nos problemas 3 a 15, determinar a equação reduzida referida ao sistema XO'* 
e o género da cônica representada pela equação dada a seguir. Esboçar o gráfico. 


17x? + 12xy + 8y? - 10x + 20y+5=0 
7х? + y? - ху - 17\/5х + M0 Sy +31 =0 
4x!* у?+ Axy + 5y3x + 10 /Sy +5 =0 
x? + y? + xy + 5\/2х +4y2y+1=0 
4x! + 6xy - Ay? + 20x - 20у - 19 = 0 
16x? -24xy + 9y? - 15x - 20у + 50 =0 
3x? -2xy + 3y? -2x - 10у -1 20 
xy +4\/2х +6y2y + 30 =0 
x! + 2 /3xy + 3y? -4x=0 
х? +y? + 2ху -A Vx = 0 
l6x! +9y? - 96x + 72у + 144 = 0 
4x! -Sy? +8x+30y-21=0 
х? -6x+8y+1=0 
Nos problemas 16 a 24, efetuar uma rotação nos eixos coordenados a fim de eliminar 


o termo em xy. Identificar a cônica e escrever sua equação no sistema x'Oy' obtido 
após a rotação. Esboçar o gráfico. 
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16) 


25) 


26) 


27. 


3x? + 2ху + 3y? -4=0 
2x! + y? +2 убху = 16 

2x! + 4ху + 2y? -16=0 

7x! - Зху + y? + 36=0 
xy=2 

5x! + 4xy + 2y? -12=0 

7х2 + 13y? - 6 y 3xy -16=0 
x? + y? +4xy-3=0 


3x? + 2xy + Зу? -4=0 


As equações dos problemas 25 а 35 representam cónicas degeneradas. Identificá-las e 
esboçar o gráfico, quando possível. 


£ ovd. 


y? -2x-2y=0 


х? +у? -2х-2у+4=0 
x? ry! <бх+4у+13=0 
2x? +2 /2xy + y'2 12 
x! +y? +2xy-8=0 

x? +y? +2ху= 0 

x? ty? + 2ху+5=0 

х ty +4ху=0 

3x! + 2ху +37? +4=0 
3x! + 2ху + 3y2 = 


х? ty? + 2ху+4=0 
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7.5.1 Respostas de Problemas Propostos 
1. a) Circunferência. j) Duas.retas: x=1 е x=-l. 
b) Hipérbole. i) Elipse 
c) Duasretas:y=x е у=-х. m) Reta 
d) Parábola. n) Hipérbole. 
e) Parábola. 0) Parábola. 
f) Parábola. p) Circunferência. 
2) Reta. q) Parábola. 
h) O ponto (0,0). r) Hipérbole. 
i) O conjunto vazio. s) Elipse. 
2) а)у=2х е y=-2x 
i à 12) Y?- 4X, parábola 
b) y=7* e у=-2х — 
1 Y 5 
— +—= 1, elipse 
DEVE qe ya 9 “16 E 
2 2 
14) ү? х? И 
2 1 — -z= 1, hipérbole 
3) XY 1, elipse 4 5 
Ж. 
y Xy 15) X? =-8Y, parábola 
qe. hipérbole - 
16) x? *Y— =], elipse 
5) Y?= 3X, parábola 
17) 4x? -у? = 16, hipérbole 
6) XY. A 
"gi tag ie tips 18) y'22 ou y'=-2, duastetas 
7. Ү?- Х? = 1, hipérbole 19) x des 1, hipérbole 
8. X*- Y, parábola a dada 
) > e 1, hipérbole 
9) X: Y? 
==, elipse 
3 6 2) x? y? 
"ar БЭ = |, elipse 
2 2 à 
10) € 1, hipérbole 
22) x" *4y" -4-0, elipse 
11) Y=. м3. X, parábola Je н 
2 23) 3x“ - y” = 3, hipérbole 
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30) Areta y 


31) Vazio. 
25) Duasretas: у= £(x - 1) -1 ) Vazio, 


32) Duas retas concorrentes 
26) Nenhum ponto do plano CA e ose: 


27) O ponto (3,-2). 33) Vazio. 


28) Duas retas paralelas 34) Oponto (0;0). 


29) Par de retas paralelas: y' = + 2. 35) Vazio 


76 FORMA QUADRÁTICA NO ESPAÇO TRIDIMENSIONAL 


A matriz simétrica real 


a d e 
A-|d b f 
& d og 

B: 


associa ao vetor vs =(x,y,2) € R, referido à base canônica 5 = fer.e2,e3 5. €i =(1,0,0), 
e, =(0.1.0), es = (0,0, 1), o polinômio 


ax? + by? + cz? + 2dxy + 2exz + 2fyz 


jue é um polinômio homogêneo do 29 grau em x,y e z chamado forma quadrática do espaço 
:ridimensional, 


Na forma matricial esse polinômio é representado por: 


«ndo a matriz simétrica A а matriz da forma quadrática. 
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Assim, a cada vg corresponde um número real 


=ax? + by2 + cz! + 2dxy + 2exz + 3fyz 
P y Y y: 


Exemplo 


A matriz simétrica real 


w 
D 


define no IR a forma quadrática 
р= 3х? + Sy? + 322 -2xy + 2xz - 2yz 
Ao vetor vg = (0, 1, 2), por exemplo, corresponde o número real 


pz3(0y *5(1P + 3(2)? -2(0(0*2()(2) -2002)20* 5412-040 -47 13 


7.6.1 Redução da Forma Quadrática à Forma Canônica 
A forma quadrática no espaço Y Avg pode ser expressa por 
Ax? AQ" + А22 
onde Х.А e Аз são os valores próprios da matriz А.е x,y e z' as componentes ўс 


vetor v na base P-0,,u5,U, >, isto é, ур = (71.29, sendo u,.u; e us Os vetores 
próprios unitários associados a Х.А, е Az. 


De fato 
Tendo em vista que a matriz P é a matriz-mudança de base de Р para S, pois: 


Pas ip=1P= 
ls 'P=1P=P 
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e, portanto: 


podemos escrever: 
x Avg = (Pr)! A (Pvp) 
ou: 
W Avg = vP (P'AP)v, 
Como P diagonaliza À ortogonalmente: 
мо о 


PAP=D= |0 A0 
0 0 X 


conclui-se que: 


w Av 
ou: 
a d e x мо 0 а 
ку la b tilyl= [ку zi | № о у 
б ж z 0 0 || z 
yu, ainda: 


ax! +by? + 072 + 2dxy + 2exz + 2fyz = Ax? + Xy" + N z 2 


A forma Aux? + My? + А22 é denominada forma canônica da forma quadrática no 


aspago tridimensional. 
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Exemplo 

1) A forma quadrática: 

3x? + 5y? + 32? - 2xy + 2х2 - 2yz 
pode ser expressa por 

2x2 +3y2 € ez" 


De fato: 
A forma quadrática: 
3x? + 5у? + 32? - 2xy + 2xz - 2yz 


€ definida pela matriz 


3 -1 1 
А= |-1 $ + 
1 -1 3 


Mas, os valores próprios da matriz A, conforme o problema resoivido número 1. 
Capítulo 6, são A =2, № =3 e № =6. Logo. a forma canônica da forma quadrática é 


2x2 + 3y? + 67? 

H) Por outro lado, os vetores próprios unitários associados a №, № е Аз são, respecti- 
na esa ИЕ d 
russe acm 
v2 143 3 v3 


Je us =(- 


IA 
v6 v6 Vi 


vamente. u, al + 0,- 
у 


Logo: 
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Como vg = Pvp equivale a У = Povo. ou 


— ply, 


P s 


pois P!=P-! pelo fato de P ser matriz ortogonal, podemos calcular vp a partir de vg. 


Supondo que vg =(x.y,2)= (0. 1. 2). vem: 


Assim: 


3x? +5y2 +32 - 2хуз 2х2 - 2yz2x  * Зу +62 


3(07 + 5(01)2 + 302° - 2(0)(1) + 2 (032) - 2002) = 24-——)° эел + 6 (0° 


У 


0+5+ 12-0+0-4=26534365)+0 


As considerações que fizemos no plano sobre mudança de referencial pela rotação são 


válidas também para o espaço. 
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77 QUADRICAS 


Chama-se quádrica ou superfície quádrica a todo conjunto de pontos M do espaçr 
tridimensional cujas coordenadas x.y e z, em relação à base canônica, satisfazem a equação 
do 29 grau 


ax? +by? + cz? + 2dxy + 2exz + 2fyz + mx + ny + pz +q = 0 


onde a,b,c,d,e e f não são todos nulos. 


As coordenadas x,y e z dos pontos M do espaço são as componentes dos vetores 
v€ Ж, que satisfazem à equação de uma quádrica (Figura 7.7). 


М(х, y.z) 


Figura 7.7 


74. Equacáo Reduzida de uma Quádrica 


De forma análoga àquela adotada para as cónicas no plano, dividiremos o trabalho em 
duas etapas. 


Seja a equação de uma quádrica: 


ax? t by? + cz! + 2dxy + 2exz + 2fyz + mx + ny + pz +q =0 (1) 
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18 Etapa: Eliminação dos termos em xy.xz è у? 


10 Passo: Escreve-se a equação na forma matricial: 


xyz d b f||v;- [mapl]y| + q=0 (2) 
‚ 
i 
ë f B 2} M 
ou: 
ys Avg + Nvç +q =0 
onde 
x à. d. ЖЯ 
= ly) Аа b fle N= [m n pl 
2 es E sj 


20 Passo: Calculam-se os valores próprios Ay, № e Аз e os vetores próprios unitários 
шч = (хаа, X12: X13), Шо = (Xa Xn Хаз) ё Us = (X31, X32, Хэз) da matriz simétrica A. 


39 Passo: Substitui-se na equação (21a forma quadrática 


> 
e 
o 
x 


МАКУ la bor | 


pela forma canônica 


мо о x 
Ў рур = [ху z]|0 X 0 y 
0.0 X z 
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e: 
x 
ý 
z 
por: 
Xu Хи Хз х 
Руу= | X2 Xa Xn||Y 


Xia Хз Хаз | |Z 


tendo o cuidado para que det P= 


Assim, a equação (2) se transforma em: 


no olx xa 
ку 21 |0 X O у! + mnp] | х 
0 0 diz хаз 


ои: 


Xx? + Му? +? dr + 5у +12'+д=0 


a fim de que essa transformação seja uma rotação. 


que é a equação da quádrica dada em (1). porém referida ao sistema х'у'2', cujos eixos sã 


determinados pela base P = (uy , uz, uz ]. 


Observemos que enquanto a equação (1) apresenta os termos mistos em ху, xz e yz. : 
equação (3) é desprovida deles. Portanto, na passagem da equação (1) para (3), ocorreu um: 


simplificação. 


24 Etapa: Translagdo de Eixos 
Conhecida a equação da quádrica 


Mx? Ay? +272 ex sy ttz + q 50, 
ay 3 
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para se obter a equagáo reduzida efetua-se uma nova mudanga de coordenadas que consiste na 
translação do último referencial O x'y'Z' para o novo, o qual chamaremos O'XYZ. A análise das 
possibilidades é feita a seguir. 


D Supondo A,,Az e Аз diferentes de zero, pode-se escrever: 


D Lj + S uf " E S 
AO A сг) +40 
ou: 


Е yai ë y* a9. 
gatis cu a TO 
E tQ тА ax 


м" ++ ex nay. E 
ota На Nn fo das 


na (a LS + z É. Š гі 52 чү 
A + + + - - - = 
(Qr ЖАУ tar) + dale tas cap a cO 


Fazendo: 


£ дї. SU 


a aa Q 


e, por meio de uma translagáo: 


“em: 
MX? +A Y? + MZ? -Q=0 
2. finalmente: 
AX +A Y? +22 =Q (5) 


A equação (5) é a equação reduzida de uma quádrica de centro, e, como se vé. o primeiro 
—embro é a forma canónica da forma quadrática no espaço tridimensional, 
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II) Se um dos valores próprios for igual a zero. A =0, por exemplo, a equação (4) fic: 
Ху? +3522 +rx sy +tz +q=0 
ou. 
X" $e CARES (2 tx Dt +q=0 
Mo? Hy + ye tud S yan cid sg 
* № by a As P 4X CAN 
TEE t m ë 
№ (у + tA + +9. 
SUPE USES AA "ie "0 
Fazendo, por meio de uma translação 
2 2 
бИ Ф A t 
=x +2 — _ 
IN IO 
E: 
gute Ж 
NON SS 
pct 
zri 
Шу, 
vem: 
X Y! +72 +rX=0 1с 
A equação (6) é a equação reduzida de uma quádrica sem centro. 
Observação 


ou: 


Se em lugar de A, fosse № =0 ou A; = 0, a equação reduzida de uma quádrica se: 
centro seria: 


ALX? + №2? tsY =0 


MX +A Y? +IZ=0 
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7.7.2 Classificação das Quádricas 
1) A equação de uma quádrica de centro é 
AX? +A Y? +72 =0Q 


Dependendo dos valores de Aj, Àj, № e Q, a quádrica será do tipo elipsóide ou 
hiperbolóide. 


II) A equação de uma quádrica sem centro é 


MY? +22 41X =0 


ош 


ЛХ? +22 +5У=0 


ош 
AX +А,Ү +12 =0 


A quádrica representada por uma dessas equações é do tipo parabolóide. 


7.8 PROBLEMAS RESOLVIDOS 

1) Determinar a equação reduzida e o tipo da quádrica representada pela equação: 
3х2 + Sy? + 302 -2ху + 2xz = 2yz + y - 5-0 

Solução 

Та Etapa: Eliminação dos termos em xy, xz e yz 


19 Passo: A equação dada na forma matricial, de acordo com 7.7.1, é 


3 dq 1 x x 


[x y z] |-1 5 -l y| + [043 0] |y - Leo O 
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20 Passo: Os valores próprios e os vetores próprios unitários da matriz simétrica 


8 ch di 
A= 1-1 5 -1 
Low 
são: 
1 2. 1 
à76, uy = (21 2 —— 
А зс уву? 
30 Passo: Com as devidas substituições, а equação (7) fica: 
ЕЕ Е Р 
2.0 o0llw № 3 vol [e 
ty ' 1 2 
x z]o 3 0 + [0 3 d о — -— E 
ку | У! [0 V3 0] v5 uev 
0 6 B ^ 
E 2 FERE: 
v2 МЗ м 
ou: 
Aet +62? +у V -77=0 
28 Etapa: Translacdo de Eixos 
m mata À СЕ m po d 
2x? + 3y' Gro $73) Btü'ng 
2х° +30 +ç) £6(2-1) 74 
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Fazendo 


a equação acima fica: 


2X? + 3Y2 + 622 -2 


ou: 


que é a equação reduzida da quádrica dada. porém referida ao sistema O'XYZ, sendo 


pa iya 
Orepa? 


Trata-se de um elipsóide. 


Identificar e esboçar a quádrica representada pelas seguintes equações. 


a) 36x? + 16y? - 92° - 144=0 


b)x2 +22 -4y=0 


Solução 
a) 36x! + l6y? - 92? = 144 


Dividindo ambos os membros da equação por 144, vem: 


que é a forma canónica de um hiperbolóide de uma folha ао longo do eixo dos z (Figura 7.88) 
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O traço no plano xOy é a elipse 


respectivamente. 


b) х2 +22 -4у=0 


Figura 7.8a 


ou: 
x^ zt 
jq e 


que é a forma canônica de um parabolóide elíptico ao longo do eixo dos y (Figura 7.8b). 
O traço no piano xOz é a origem (0,0.0). 


Os traços nos planos xOy e yOz são as parábolas 
x? =4у, 2=0 e z'-4y, x=0 


respectivamente. 
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Figura 7.8b 


73.1 Problemas Propostos 


Por uma conveniente translação de eixos, transformar cada uma das equações seguintes na 
forma reduzida e identificar a quádrica que ela representa. 


1) 2x! t4y? +22 - 8х + 24у - 22+ 41 =0 
2) 3х2 +2y? - 62? - 18х + 4у +29 = 0 
3) 3х2 +4у2 + 24x - 8у + 242 + 100 20 
4) 2x? -y? - 22? +8x+4=0 

5) 5х2 +5у? + 52° -10x + 202 -3=0 

6) 9x? -4y? - 16у – 362 -16=0 

7) х2 £y? -2у=0 

8) х? +4y? -22 -2х+16у+17=0 


Nos problemas 9 а 12 efetuar uma rotação е uma translação de eixos para referir a quádrica 
ao sistema O'X YZ e identificá-la. 


9) 3x? + 5у? + 322 - 2ху + 2xz -2yz- Ax t 6y ~2z+2=0 
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10) y? -4xz-4x+2y-3=0 
11) 2x? $2y? + 572 - Axy - 2х2 + 2yz - 10x ~ 6y-22-7=0 


12) 7х? + 6у? + 522 - 4ху - Ayz - 18=0 


7.8.2 Respostas dos Problemas Propostos 


) Es 1, elipsóide. 


DE 


19: 
2) х UE -7 =1, hiperbolóide de uma folha. 


moy 
3) ат + =-2z', parabolóide elíptico, 


4 = 1, hiperbolóide de duas folhas. 


n 
s 
4 


5) Sx" +5у'? + 522 = 28, superfície esférica. 


PET 
ў “7 5 = z, parabolóide hiperbólico, 


7) x? *y? = 1, superfície cilíndrica circular. 


= 0, superfície cónica. 


9) 4X? +6Y? + 1272 = 1, elipsóide. 

10) 2X? - Y? - 27? =2, hiperbolóide de duas folhas. 
11) 6X? +3Y? - 8 VZ Z = 0, parabolóide elíptico. 
10) X, ү? 22 


giu o 


7 1, elipsóide. 


APÊNDICE | 


MATRIZES 
DETERMINANTES 
SISTEMAS DE EQUACÓES LINEARES 


MATRIZES 
АЛ DEFINIÇÃO DE MATRIZ 


Chama-se matriz de ordem m por n a um quadro de m xn elementos (números, 
polinômios, funções etc.) dispostos em m linhas e n colunas: 


ап an аз 


da da dn 


аз an аз 


ami am ams 


A.1.1 Representação dos Elementos da Matriz 


Cada elemento da matriz A está afetado de dois índices: ay, 


O primeiro índice indica a linha e o segundo a coluna a que o elemento pertence. 
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АЛ.2 Representação de uma Matriz АЛБ Matriz-( 
A matriz A pode ser representada abreviadamente por A = [ay], i variando de 1 a m A matriz de o 
(i=1,2,3,4,... m) ej variando de lan (=1,2,3,4,..,n). 
Para entender porque a matriz A pode ser representada por [aj], deve o leitor supor, 
inicialmente, que se fixe para i, por exemplo, o valor l, e a seguir se faz j variar sucessiva- 
mente de 1 а n, obtendose: a 
а 
ап аш ds ац а 
Após, fixase para і о valor 2, e faz-se j variar de 1a n, obtendo-se: e 
ап an da den 
Em continuação, fixa-se para i o valor 3 e faz-se j variar de lam, obtendo-se: 
Observação 
аз da da .. dan 
a Ў va A matrizcolur 
e assim sucessivamente até i atingir o valor m; quando isso ocorre, faz-se j variar de lan, - кылу. 
obtendo-se: vetor-coluna. 
"mi ¿m2 атз + атп 
A.1.6 MatrizLi 


Dessa forma, [a], com i variando de la m e j variando de la n, representa abrevia. 
damente a matriz A, ou melhor, representa qualquer matriz A de ordem m por n. 


v 2 A matriz de or 
A partir de agora, e sempre que for necessário, uma matriz B será representada por 


[bi], uma C por [ey] e assim por diante. RT 


A.1.3 Ordem da Matriz — Notação 
Observação 

Se a matriz А é de ordem m рог n, costumase escrever simplesmente Aç „у. Aim, 
se uma matriz A tiver З linhas e 4 colunas, escreve-se simplesmente A, e dizse matriz de 
ordem 3 por 4. 


A matrizlinha é 


АЛ.4 Matriz Retangular 2 MATRIZQ 


Uma matriz na qual m # n é denominada matriz retangular. Quando o núm 
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1.5 Matriz-Coluna 


i variando de 1 à A matriz de ordem n por | é uma matriz-coluna: 


» deve о leitor 


faz j variar 
a 
a 
EI 
an 
btendo=se: 
Observação 


A matriz-coluna de ordem n por 1 pode representar as componentes (ац, 22, аз, аң) 
de um vetor V do espaço vetorial E de dimensão n. Por esse motivo essa matriz é denominada 
vetor-coluna, 


2-se j variar de lam 


А.1.6 — Matriz-Linha 
A matriz de ordem 1 por n é uma matriz-linha: 


A= [шуа аз, ost] 


Observação 


A matriz linha é denominada verordinha. 


A2 MATRIZ QUADRADA 


Quando o número de linhas é igual ao número de colunas, tem-se uma matriz quadrada. 


0 а 
a= jo о 
о o 


A ordem da matriz quadrada é n por n, ou simplesmente n. 


A.2.4 Matriz Esc 


A.2.1 Diagonal Principal 
A matriz diagor 


escalar, 


Numa matriz quadrada A = [a], de ordem n, os elementos 
diagonal principal. 
Assim, a diagonal formada pelos elementos 


, em que i = j, constituem a 


Exemplo 


ап, 


аю, аз, o y 
«а diagonal principal. 
A22 Diagonal Secundária 
Numa matriz quadrada A = [aij], de ordem n, os elementos aj, em que i +j = n + 1, const 


tuem a diagonal secundária. 
Assim, a diagonal formada pelos elementos 


„2.5 Matriz Unic 


A matriz escalar 
matriz unidade, Indica 


din, dao 82 п 25.55 Bm 


é a diagonal secundária. Exemplos 


A.23 Matriz Diagonal 


A matriz quadrada A= [aj] que tem os elementos a;=0 quando 1+) é uma matriz 


diagonal, 
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A24 Matriz Escalar 


A matriz diagonal que tem os elementos aj iguais entre si para i=j é uma matriz 


j, constituem ё escalar. 


A25 Matriz Unidade 


A matriz escalar de qualquer ordem que tem os elementos ay=1 para i 
matriz unidade. Indica-se a matriz unidade por 1,, ou simplesmente por 1. 


Exemplos 
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A3 12 
MATRIZ ZERO n 5 
Uma matriz zero é a matriz cujos elementos a; são todos nulos. 2 
1 
Exemplo 
3 
000 
0- 
000 AS.1 Obse 
A diferem 


A4 IGUALDADE DE MATRIZES 


Duas matrizes А = [aj] e B=([b,], de ordem (m,n), são iguais se, e somente se, 


А.5.2  Propr 

Exemplo 
D A*(B 
t4 2 4 ID A+0: 
ПОКУ КЕ: Ш) -A+A 
o 2 0 2 IV) A*B 
АБ ADIÇÃO DE MATRIZES A.6 PRODI 
A soma de duas matrizes À = [a] e B = [bj], de ordem (m, n), é uma matriz C = [ci] Se À é un 
tal que: B= [bj] tal que 


D an an аз bu 5n bn an + bu an + baz аз + bs 
+ = 
an аз аз| [da ba ba Aa $ Бы an + ba as ba 
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iy ig 81 [21 E] fara 3 
2 Yo [4 € sl š 94 
i o z|'|o 2 alla 20 
$c gp edo alias 


A5.1 Observação 


A diferença A-B de duas matrizes de ordem (т, п) é uma matriz C tal que: 


, е somente se, 


A.5.2 Propriedades da Adição de Matrizes 


D A+(B+C)=(A+B)+C 
I) А+0=0+А=А 

Ш) -А+А=А-А=0 

IV) A+B=B+A 


Аб PRODUTO DE UMA MATRIZ POR UM ESCALAR 


matriz С = [oj] Se A é um escalar, о produto de uma matriz А = [aj] por esse escalar é uma matriz 
B= [bj] tal que: 
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A.6.1 Propriedades da Multiplicação de uma Matriz por um Escalar 


D Qu) A=A HA) 

Ш) (&2)A 93A * A. 
Ш) MA + В) =ЛА+АВ 
IV) IA=A 


А7 PRODUTO DE UMA MATRIZ POR OUTRA 


Sejam as matrizes Ai, ду е В |: 


ы: аз Q Ex 


O produto AB é, por definição, uma matriz C, |, = [e] tal que: 


Сп = 4x6+3x4+2x5+5x3 
Си = 24+12+10+15 
Cn = 6l, 


Assim, Cy é a soma dos produtos, na ordem em que estão dispostos, dos elementos da 
matrizlinha A pelos elementos da matriz-coluna B, isto é, Ci; é igual à soma dos produtos 
do 19 elemento de A pelo 19 elemento de B, do 29 elemento de A pelo 29 elemento de 
B. do 39 elemento de A pelo 30 elemento de B e do 49 elemento de A pelo 49 elemento 


de B. Diz-se que 61 é o produto da matriz A pela matriz B. O dispositivo da página seguinte, 
facilita, visualmente, entender a definição do produto da matriz A (14) pela matriz B (4,1) 


A condição para multiplicar a matriz А, pela matriz B, jj, + de acordo com а 
definição, é que o número de colunas de A (no Caso, 4) seja igual ao número de linhas de B 
(no caso, também 4). Por outro lado, a ordem da matriz produto C é dada pelo número de 
linhas de А (по caso, 1) e pelo número de colunas de B (no caso, também 1), isto é, Cin: 


Se se escrevi 


(1,3) 


9 29 e 0 39 núm 
indicam a ordem d 
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. 8l A Pd MY 


Se se escrever em sequência a ordem da matriz A e a ordem da matriz B: 


(1,4) (4,1) 


9 29 e o 30 números, sendo iguais, indicam que a multiplicação é possível e o 19 e o 49 números 
indicam a ordem da matriz produto C: 


=Cu 


Ags Ba) 


Suponhamos que se deseja multiplicar uma matriz Aq) por uma matriz Bú); 


os, dos elementos. das х Вад 
à soma dos produt td 


lemento 
BE Tendo em vista que o 29 e o 39 números são iguais (número de colunas de A igual ao 


úmero de linhas de В), a multiplicação é possível, e a ordem da matriz produto C será dada 
pelo 19 e 49 números (número de linhas de A e número de colunas de В): 


Е 
^i х Ваз Caa 


pelo número 
m 1), isto é, Cn é,a matriz C terá | linha e 2 colunas, 
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Sejam as matrizes Aq 4) е Ваду: Tendo em vist 


e é uma matriz Co, 


6 1 А23) ES 
#1 
A=[4 3 2 S]eB- 
4 7 " 
Sejam as matri 
o 4 
Para efetuar o produto da matrizlinha de Agọ, pela matriz Byg), considerase 42 
cada coluna de B como uma matriz-coluna e efetua-se o produto da matrizdinha A pela primeira A 
matriz-coluna de B, obtendo-se o 19 elemento de C; a seguir, efetua-se o produto da matriz-linha 2-5 
A, pela segunda matriz-coluna de В, obtendo-se o 29 elemento de С. O dispositivo а seguir 
facilita o entendimento do processo: 
Para efetuar o 


uma matriz-linha (dac 
mo uma matriz-colur 
a 18 linha de A su 
primeira linha cj ç 
sucessivamente pela 
Ca Ca ©з Ca da 
processo: 


3x 4=12 


5 х3=15 


Amatriz Сау = [61 44] éo produto das matrizes Aq 4, е Buy: 


Aa * Ваз = as 
== 


Suponhamos, agora, que se deseja multiplicar uma matriz A (2 3) por uma matriz By: 
O elemento си 
de B, o elemento сы 


^o * Эз 
аа саз se obtém multipl 
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Tendo em vista que A é de ordem (2,3) eque B é de ordem (3,4), o produto existe 
e é uma matriz Соду: 


Ë 


Ал х Bn” Cas 
(бан а АМ, 
Sejam as matrizes: 
$341 
426 Я 
A= e B= 203-3 
35:3 13786 


Para efetuar o produto das matrizes A e B, considera-se cada linha da matriz A como 
uma matriz-linha (daqui por diante chamada simplesmente de linha) e cada coluna da matriz B co- 
mo uma matriz-coluna (daqui por diante chamada simplesmente de coluna). A seguir, multiplica-se 
a 12 linha de A sucessivamente pela 12, pela 22, pela 32 e pela 42 colunas de B, obtendo-se а 
primeira linha си суз cis Сы da matriz C. Em continuação, multiplicase a 28 linha de A 
sucessivamente pela 18, pela 28, pela 34 e pela 42 colunas de B, obtendo-se a segunda linha 
Cn Ca ©з Ca da matriz produto C. O dispositivo a seguir facilita о entendimento do 
processo: 


ИСТС 


“cem. -€23 » -620 


O elemento ci; da matriz C se obtém multiplicando a 1 linha de A pela 13 coluna 
de B, o elemento c; se obtém multiplicando a 12 linha de A pela 24 coluna de B;o elemento 
Cia se obtém multiplicando a 13 linha de A pela 3% coluna de B; o elemento сы se obtém 
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multiplicando a 18 linha de A pela 42 coluna de B. Os elementos си Cy Cj Cas são Obtidos 
multiplicando-se a 28 linha de A sucessivamente pela 18, pela 24, pela 32 e pela 42 colunas de B. 
Assim, cada elemento c, da matriz C é obtido multiplicando a linha i da matriz A pela 
coluna j da matriz B. No exemplo dado: 

Cn = 18 linha de A х 13 colunade B=4x5+2x246x1=20+4+6=30 


C12 = 18 linha de A х 23 colunade B=4x2+2x3+6x2=8+6+12=26 


суз = 1 linha de A x 38 colunade B=4x4+2x1+6x7=16+2+42=60 


“14 7 Ја linha de A x 48 coluna de B=4x1+2x0+6x6=4+0+36=40 
Cas = 28 linha de А x 18 coluna de B=2x5+5x2+3x 1=10+10+3=23 
Cm 728 linha de A х 22 coluna de B=2x2+5x3+3x2=4+15+6=25 
соз 728 linha de A x 38 colum de B=2x44+5x143x7=8+5+21=34 
ca =28 linha de A x 48 coluna de B =2x1+5x0+3x6=2+0+18=20 


Portanto, o produto das matrizes dadas Ap, зу e B(3,4) É a matriz 


Cas 7 
з 25 3 2 


De acordo com о que foi visto até agora, pode-se dizer, por exemplo, que 


I x m 


Aus) 66 = Свв) 


De fato, o produto АВ é possível porque o número de colunas da 19 matriz € igual ao 
número de linhas da 28 matriz. 


número de colunas de A = 5 


número de linhas de B = 5 


Aordem 
número é 
número d 
Do mesm 


Aon х 


Asa х 


Aga х 


e assim | 


AJ.1 Cálcul 


Sejam as 


Tendo em 
matriz C deor 


A 3) 


[x 


Por meio 
processo, vejamo 


ca =2 hi 
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©з são obtidos А ordem da matriz C é (3,6) porque: 
44 colunas de B. 
1 matriz A pela número de linhasde A=3 


número de colunas de B = 6 
Do mesmo modo pode se dizer, por exemplo, que 
^o» х Bos = Cas 


Asa х Pag = Сов) 


Aga х Boan = Сөл) 


e assim por diante. 


A.7.1 Cálculo de um Elemento Qualquer de uma Matriz Produto 


Sejam as matrizes 


bu ba bis 
A= [tu dr | ев» [ba ba ba 
a a 
Ed bu ba bs 


Tendo em vista que A é de ordem (2,3) e que В é de ordem (3,3), o produto é uma 
matriz C de ordem (2,3): 


{тег Cm Ca Сз 
cer А, BG = Созу 


Por meio do dispositivo já conhecido e que facilita, visualmente, o entendimento do 
processo, vejamos como calcular, por exemplo, o elemento cas da matriz C 


саз = 28 linha de A х 38 coluna de B =axibis + абз + ambas 
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[EM 


Ted a yapa Paesi tai) and O 


Assinalando о 20 índice de "a" e o 19 indice de "b", vèse que, em cada parcela, eles 
sio iguais: 


оз арз +аш5@з +азфЬ@з 


Essa expressão pode ser escrita do seguinte modo 


isto é, cas é o somatório dos produtos аук bks, сот k variando de 1a 3. 


Um elemento qualquer c, da matriz C será calculado do seguinte modo: 


Essa expressão é que, na verdade, define o produto С = AB. 


Generalizando, se Am, = [aj] e se Bep) = [by], O produto АВ é uma matriz 
i] tal que: 


O produt 
define o elemen! 


Ama) 

Assinale-se 
de A e també 
produto AB. 
А.7.2 Com 

Em geral, 4 
Exemplo 

Í 
^ai 


Entretanto, o prc 


— 
Bos) 


não existe, porq 
de linhas da 28 m 


Mesmo qua 
geral, diferentes: 


Boa) 


O produto 
matriz de ordem ( 
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O produto C=AB é uma matriz de ordem (m,p), uma vez que na expressão que 
define o elemento c, o índice i varia de 1 a m,e o índice j varia de 1 a p: 


[e y s 
Аад) Bo) Стр) 


Assinale-se, ainda, que o índice К varia de 1 a m, pois que n é o número de colunas 
de A e também é o número de linhas de B, condição, aliás, indispensável para se efetuar о 
produto AB. 


А.7.2  Comutatividade da Multiplicação de Duas Matrizes 


Em geral, a existência do produto AB não implica a existência do produto BA. 


Exemplo 


m al 


$ * 66) = Cao 
RE di 


Entretanto, o produto 


Bee 7 ^os 

La 
não existe, porque 6 # 3. isto é, o número de colunas da 18 matriz não coincide com o número 
de linhas da 28 matriz 


Mesmo quando as multiplicações A * B e B A são possíveis, os dois produtos são, em 
geral, diferentes: 


{ | 
Auð * 564) = Cia 
A | 


тта АЕ 
Bos * А@зу = разу 
(AAA: 


O produto AB=C é uma matriz de ordem (4,4), enquanto o produto ВА = D é uma 
matriz de ordem (3,3). 
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Sejam, por exemplo, as matrizes: 


1 2 5 
A= e B= 

y 4 6 

1 FN lle Ж 
AB= = 

3 4| pe 3 

s ng 1 2 
BA- = 

$ 8 |3 4 


das matrizes. 


19 Caso: Sejam as matrizes quadradas: 


m 
o 


a 
o 


Ainda que A e B fossem matrizes quadradas de ordem n, os produtos 
também matrizes quadradas de ordem п, e ainda assim, em geral, difeririam. 


23 


53 


38 


44 


AB e BA seriam 


Os produtos AB e BA são diferentes. Logo, a multiplicação de duas matrizes não é 
comutativa, Existem matrizes А e B, tais que АВ = ВА, porém essa não é a regra. A seguir 
о leitor terá oportunidade de ver dois desses casos especiais e que interessam muito no estudo 


Como se vé: 
AI=IA= A 


É fácil gene 
multiplicação dessa 


20 Caso: 5 


3 


Como se vê: 
AB=BA=1 
A matriz B que sat 
AB=BA=1 
diz-se inversa de A 
АА = A! 


Assim, para s 
inversa da outra, ba: 


Nesse caso, di 
de B ese represent 
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É fácil generalizar dizendo que, dadas duas matrizes A e 1, de mesma ordem n, a 
multiplicação dessas matrizes é comutativa e a matriz produto é igual à matriz A. 


20 Caso: Sejam as matrizes quadradas: 


ab. 3 2 
A= e B= 
q 704 
iL sI 823 lj Y 
AB= - 
7.23 u o 1 
зп 3 1 0 
BA- = 
„нт ao 9: d 
Como se vé 
AB-BA-I 


Amatriz B que satisfaz à condição 
AB=BA= 1 
diz-se inversa de А е se representa por À `! 


АА”! = АТА 


Assim, para saber se, dadas duas matrizes quadradas А е В, de mesma ordem, uma é 
inversa da outra, basta multiplicar uma pela outra e verificar se o produto é a matriz 1. 


Nesse caso, dir-se-á que B é inversa de A e se representa por A^! (ou que A é inversa 
de B e se representa por B^'). 
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Se uma matriz A admite inversa, esta é única. 


A maneira de determinar a matriz inversa de uma matriz dada será vista no item 4.36. 


A3 Propriedades da Multiplicação de Uma Matriz por Outra 


I) Dadas as matrizes А, B,C de ordem (m,n), (n,p) e (p,r), respectivamente, tem-se: 
(АВ) С = A (BC) 
Ш) Dadas as matrizes A, B, C de ordem (m, n), (m,n) e (n, p), respectivamente, tem-se: 


(А+ BC - AC * BC 


Ш) Dadas as matrizes A, В,С de ordem (п, p), (n,p) e (m, n), respectivamente, tem-se: 


C(A+B)=CA+CB 
ТУ) Se A(m, n), tem-se: 
1 A=AL, =A 


V) Dadas as matrizes A e B de ordem (m,n) е (n,p), respectivamente, tem-se, para 
todo número A: 


ФА)В= А(АВ) =À (AB) 


VI) A multiplicação matricial não é, em geral, comutativa. 


Exemplo 


420 3 4 20 14 
xev ls 
1 
25 P Tg na 
5 2 à $4 24 20 2 
9r. cgi ^k sjena 


ө 
" 
o 


VII) Dadas du: 
que A ou B sejar 


Exemplo 


Entretanto, se 
qualquer que seja A 


А.В  PROBLE! 


1) Dadas as matri; 


у+4 


Pela definição de 


у+4=12 
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VII) Dadas duas matrizes A e B, se o produto delas for a matriz zero [0], não é necessário 
sta no item А.36. que A ou B sejam matrizes zero. 


Exemplo 
оа pd о о 
Q1 о о 0 0 


Entretanto, se АВ =0 qualquer que seja B, então A=0. Do mesmo modo, se AB=0 
qualquer que seja A, então B -0. 


AB PROBLEMAS RESOLVIDOS 


1) Dadas as matrizes 


% cafe 9 8 


calcular y e x de modo que А seja iguala B, isto €: 
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Para que as matrizes A e B sejam iguais, é necessário que y=8 e х=+7 


Dadas as matrizes 


2 Se 8 o qe 7 Ж: 
A-S 9 -éLB-|- 2 5|ес=|4 -3 2 
T A Аж ES | 9 51 


2) Calcular A + B. 


Solução 
$ * db s od 110 9 

А+В= |5 9 -6|+[-4 2 s|-|- mn q 

7 4 4 0 9 4 Pp 8 


3) Calcular C - A. 


Solução 
Tos 3 279 cb 5 -H 5 
С-А= |4 -3 2| -|5 9 -6|=|9 -2 8 
97 Ub 3-04. E LG ) 


4) Calcular ЗА -2B + 4C. 


Solução 


Fazendo D = ЗА - 2B + 4C, vem: 


= 


6 € 
D=|-15 2 
21 12 
12 
D=|-7 23 
nos 
40 
D-|9 1) 
57 -2 


5) Calcular o produt 


Solução 


Aaa х Вазу 
Para efetuar a mu 
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6 9 2 6 -4 2 28 -2 12 

D=|-15 27 -8|« |8 -4 10| +|16 -2 8 
21 12 3 0 -18 3 36 -20 4 
о 5 2 28 32 12 


21 6 -11 36 20 4 


5) Calcular o produto das matrizes: 


0 4 

_ |3 4 < 1 EN ELE 
GE ^ ads. malo Beat |5 
$ ^g 


Solução 


Aaa х Baz)” Созу 


Para efetuar a multiplicação, vamos utilizar o dispositivo prático. 
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Portanto 


AxB= 


Observação 


Daqui por diante, a multiplicação de duas matrizes A, y) € Bi, p) será feita sem a 
utilização do dispositivo prático: cada elemento cj da matriz C, y) será calculado de acordo 


com o disposto no item A.7 


6) Calcular o produto das matrizes 


2 3 4 x 
a=|3 s -4 y 
4 72 z 
Solução 
Ав, з) Ха, 
e x 2x + Зу + 42 
c=axx=|3 5 a4|x|y|=|3x+sy-42 
4 7 2 z 4x + Ty - 22 


É interessante assinalar que a matriz C tem 3 linhas e uma só coluna: 


e o elemento da 18 linha é: 2x + 3y + 4z; 
° o elemento da 2º linha é; 3x + Sy - 4z; 


* o elemento da 38 linha é: 4x + 7y - 2z. 


Observação 


O fato de qu 
escrever, sob a form 


2x + 3y+ 
3x + Sy - 
Ax + Ty 


Fazendo 


pode-se escrever: 


AX=B ou 


De fato, efetuando o 


2x4 Sy to 
3x + Sy - i 


Ax + Ty - : 


e, de acordo com a d 


2x + зу + 


Эх + 5у-. 


Ax Ty - 
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Observação 


O fato de que a matriz C do problema anterior tem 3 linhas e uma só coluna permite 
escrever, sob a forma matricial, o seguinte sistema de equações: 


2х + Зу + 42-4 
Зх + Sy -42=25 


4x + Ty - 22=24 
será feita sem a 


| 
lulado de acordo Fazendo 


pode-se escrever: 


ao de x z 
| AX-Bou |3 s -4| x || = [25 
4 7 4 z 24 


De fato, efetuando o produto das matrizes do 19 membro, vem 


2x+3y+42] [4 
3x + Sy - 4z | =| 25 
4x + Ty - 22 24 


e, de acordo com a definição de igualdade de matrizes: 
2x + 3у + 42=4 


Зх + Sy - 42725 


Ax + Ty - 22724 
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7) Dadas as matrizes 


4 4 0 2 oa 
A=| 0 1 -i| eB=|1 3 1 
loa E я 


verificar se B é inversa de A. 


Solução 


Рага que a matriz B seja inversa da matriz A, é necessário que AB=1. Calculemos 
o produto AB: 


-l - 0 3 Е! 1 0 0 
AB30 л aj x51 з ij» jo 1 0|=1 
OR E E a 001 


Tendo em vista que AB 


, a matriz B, que se representa por A“!, é inversa de A. 


Observação 


O produto ВА também é igual a 1, o que significa que А = B”! é inversa de B. Deixamos 
a cargo do estudante calcular o produto BA, a título de exercício. 


8) Dadas as matrizes 


calcular men para que B seja inversa de A. 


Solução 


Efetuande 


Mas АВ | 


36+ 5m 


28+4m 


Pela defin 


28+4m 


9n+45= 


7п+ 36 


Para que. 


De fato: 


AB- 


А.8.1 Proble 


Nos probl 
iguais 
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Solução 
Efetuando o produto AB, vem: 
3t s 4 n 36+5m 9n+45 
$ 4 m 9 28+4m 7п+36 
Mas AB deve ser igual a I, isto é: 


36*5m 9n+45 1 o 


28+4m 7n+36 о j 


Calculemos 
Pela definição de igualdade de matrizes, deve-se ter: 


36+5m 
28+4m=0 
9n+45=0 
7n+36=1 


Para que B seja inversa de A, deve-se ter m=-7 e n= 


De fato: 


А.8.1 Problemas Propostos 


Nos problemas de 1 а 3, calcular os valores de m e n para que as matrizes A e B sejam 
iguais. 
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2 m^-40 nº +4 AU 13 13) 
A= e B+ 
6 3 6 3 | 
14) [i 
» vos 7 8 
А = е B 
4 x 4 [ч 


15) 4 
Dadas as matrizes: 
d^ 
F. 4 
СЭ ЖЕ; 5л э 0 9 в 
А= é ce Lo 3 
4 1 6 "ЕЕ Y d % 
Dadas as mat 


4) Calcular A B. 


5) Calcular B+C, $ 1 
As 
T 4 
6) Calcular А +С 
5 E 
7) Calcular A - B. _ 
1 Li 
8) Calcular A - C. 
) Calcular A 3 4 
D= 
9) Calcular B-C, 4 1 
£ s 
10) Calcular X =4À -3B + 5C. L 
П) Calcular X = 2В - ЗА - 6C. 16) Calcular AB. 
12) Calcular Х= 4C & 2A - 6B. 17) Calcular (АВ)! 


Nos problemas 13 a 15, efetuar a multiplicação das matrizes A e X 18) Calcular A(BD 
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13) 


14) 


15) 


16) 
17) 


18) 


6 х 
ex= 
4 y 
[15 Ж. ET 
2 5 7)ex=|m 
la ° з ха 
[i аз x 
° 1 3 6 Xx 
4 5 J| exx 
# 8 6 ES 


Dadas as matrizes: 


aid Y 30 34 2 4 
B= “© e 

аге [E E S dos 

5 9 


Calcular AB. 
Calcular (AB) D. 


Calcular A (BD) 
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19) Calcular BA. Nos problemas 2 
20) Calcular (BAJC. 27) m 
Ax 
21) Calcular B(AC). + a 
Nos problemas de 22 a 26, verificar se a matriz B é inversa da matriz A. 28) fue 
A 
2) -05 45 1 11 4 м 3 d 
А=|-05 25 0о5|ев-| 2 о 2 
ыр. 4 LS * А.8.2 Respostas o 
1 n=5 e m=- 
23) POOP OP 441 as 2 -1,5 2. m=49 e net 
A=|-4 -6 -6|eB=| 2 25 15 Mos 
MO БА A^ CH Cans 446. Roteiro: Ess 
749. Roteiro: Esse 
м) г 7 i 
) “a o 5 1 05 10 а 12. Roteiro: Esses 
А=| 2 6 -2)eB=)15 2 1 13. 2x+6y 
0 < -4 45 65 -35 кп 
L 3 -5x+4y 
pe | 14. + 2x, 
25) Se ng 9 з 4 i E 
2х1 -5x, 
А=| 3 о|ев-|л 2 5 
эх, 9x, 
s 4 д ЖК ME | 
3%, + 
жо EAS S - 05 0 
A=-|2 8 4| eB=|0505 05 E 
ow 4 E P MES 9x, - 
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Nos problemas 27 e 28, calcular me n para que a matriz B seja inversa da matriz A. 


27) m -2 5 2 
A= e B= 
2 а 2 9 
28) 2 29 8 m 
А = е 


А.8.2 Respostas ou Roteiros para os Problemas Propostos 


1. n=5 e m=6 


2, т=# e 


3 х=5 
446. Roteiro: Esses problemas se resolvem de forma análoga à do problema 2 do item A.8. 


729. Roteiro: Esses problemas se resolvem de forma análoga à do problema 3 do item A.8 


10а 12. Roteiro: Esses problemas se resolvem de forma análoga à do problema 4 do item АВ. 


13. 2x + 6y 
AX= 
-5x + 4y 
14. xit 2x, + 3х 


2x, -5x9 + Ts 


Эх, + 9х, - 8ху 


15. 3x1 t 4а +2ху Ex 
+ 3x3 -бха 
AX = Xi + 3ху -óx 
Lu t xa + SX - Txa 


9x, -9X, - 8ху + бха 
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16. Roteiro: 


17. Roteiro: 


18. Roteiro: 


19. Roteiro: 


20. Roteiro 


21. Roteiro 


Esse problema se resolve de forma análoga à do problema 5 do item A.8. 


19) Calcular Eq, 4)=A(4,2) XB ау 


(No caso, já foi calculado no problema 16). 


29) Calcular F, x Di 


(4,4) 7 Fr a) Da, ay 
19) Calcular Go) 4) = Bo 4) * Da, 4у- 
29) Calcular Hg, 4) = Aga, 2) X Go ау 


Esse problema se resolve de maneira análoga à do problema 5 do item A.8. 


19) Calcular 3, 


0,2 = Во, а) Aa, 


(No caso já foi calculado no problema 19). 


29) Calcular Lo 2) = 7) X Co 3. 


19) Calcular Ma, a Au.» а с, ay 


29) Calcular No, 2) = Bo 4) X Mq, 2) 


22 a 26. Roteiro: Efetuar o produto AB. Se: 


a) AB=1, B éinversade A; 


b) АВ #1, B não é inversa de A. 


A9 MATRIZ TRANSPOSTA 


A matriz transposta da matriz A, de ordem m рог n, é a matriz AT, de ordem n 
“por m, que se obtém da matriz A permutando as linhas pelas colunas de mesmo índice 


Exemplo 


A.9.1 Proprieda 


D (A*B)T 
H) QA) =) 
Ш) (AT =, 
IV) (AB) = B 


Observação 


As propriedadi 
seguinte exemplo: 


a) Sejam as ma 


ы ж: 
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Exemplo 


an dn аз 


an da аз 


A.9.1 Propriedades da Matriz Transposta 


D (А+ BF = AT + BT 
Аз. Ш) QA) = ЛАТ 

Ш) (ATT = А 

IV) (АВ)Т = ВТАТ 


Observação 


As propriedades 1, II e Ш são imediatas. A propriedade IV será verificada por meio do 
seguinte exemplo: 


a) Sejam as matrizes 


| 1 3 1 2 
| Ara |O. ¿e 8a 
| 2 4 ds 
O produto As 2) * Biz, з) existe e é de ordem (3,2), isto é (AB), y 
1.8 12 É 0 6 м 
АВ= |0 21а = 6 8 
n 
E £ 4 3 4 TEST 14 8 20 
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b) Sejam as matrizes Exemplo 
2 
019 2 103 A=[1. 
ee E E 
A(2,3) е Baz» 0 
8 2 4 2 4 
O produto ВТ, ,, x AT, 3) existe e é de ordem (2,3), istoé (ВТАТ) y) Sc AAT 
13 102 fia 6 14 s=sT 
ВТАТ = Р E 
2 4 3 2 4 A 8 2 
АЛТ МАТА 
Comparando а) com b), verifica-se que (AB)T = BT AT, | Dina аин 
Exempla 
АЛО MATRIZ SIMÉTRICA 
A matriz 
Uma matriz quadrada S = a] é simétrica se ST =s. 
0 
A= 3 
Exemplo 
-4 
NE NN i 
š é anti-simétrica 
S=S = |5 8 
De fato: 
987 
0 
Ts 
A.10.1 Observações Ax 
4 
a) Se A-[aj] é uma matriz simétrica, os elementos dispostos simetricamente em 
isto é: 


relação à diagonal principal são iguais, isto é, а 


b) O produto de uma matriz quadrada A pela sua transposta АТ é uma matriz simétrica. 
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Exemplo 
202 1.0 
A 1-1 2 4A 3 
030 & 200 
0.021 0] [a ео 
S-AM-|1-2 2||o-1 3|-=)6 4 3 
030 2 0| [0 o 
S-sT 


A.11 MATRIZ ANTI-SIMÉTRICA 


Uma matriz quadrada А = [aj] é antissimétrica se AT 


Exemplo 


A matriz 


€ anti-simétrica. 


De fato 
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АЛТ. Observação Observando que | 


Se A=[aj] é uma matriz antisimétrica, os elementos dispostos simetricamente em 
relação à diagonal principal são opostos e os elementos da diagonal principal são nulos. 


ММТ = MT 
A.12 MATRIZ ORTOGONAL 
Uma matriz M cuja inversa coincide com a transposta é denominada matriz ortogonal: Tino em 
Mei mm MMT = МТу 
шоё isto é: 
MI=M-' 


M.MI=MT.M=l 


| a matriz М é опо 


Exemplo 
A.13 MATRIZ 
A matriz | 
| A matriz qua 
nM triangular superior, 
Ж xo 
M= 
Bol Exemplo 
2^ 2 
54 
é uma matriz ortogonal. 03 
De fato: o 
оо 
ї sé EA 
y 2 š 3 
MS ELS A.14 MATRIZ 
1 УЗ 1 
“T. "xu A matriz quad 


triangular inferior. 
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imetricamente em 
nulos. 


| matriz ortogonal: 


Observando que М =МТ, vem: 


2 


Tendo em vista que: 
ММТ - M'M-1 


isto é: 


E 


a matriz М é ortogonal; 


A.13' MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR 


A matriz quadrada A=[2,], que tem os elementos а„=0 para ij, é uma matri 
triangular superior. 


Exemplo 
4 79 
3 з 4 
023 
ооб 


А.14 MATRIZ TRIANGULAR INFERIOR 


A matriz quadrada À = [aj] , que tem os elementos a;=0 para i<j, é uma marriz 
triangular inferior. 
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Exemplo 
5 000 
g. Y 40710; 
з 430 
6 2 8 9 


A.15 POTÊNCIA DE UMA MATRIZ 


Uma matriz quadrada А = [а] pode ser multiplicada n vezes por si mesma. А matriz 
que resulta dessas operações, e que se representa por А", é chamada potência n da matriz A. 


Exemplos 
1 08 
Se A= 
4 d 
£ wu | (жа 
a) А? = x = 
а з| |а 3 16 17 
1 2/|1 2 tapte 8 2| [а 42 
DES - x - 
4 3||4 4 3| |16 17] |4 3| |84 83 


A.15.1 Matriz Periódica 


Dada uma matriz quadrada A, dizse que А é uma matriz periódica se 
sendo n>2. Se п é o menor inteiro para o qual А" = A, diz-se que o período de A é n - 1 


A.15.1.1 Matriz Ide 


Dada uma me 
potente. O período 


Exemplo 


A matriz A di 


Se А? = A, ent 


A.15.1.2 Matriz Nihi 


Dada uma mat 
70, dizse que à 


O, diz-se que A 
Exemplos 
a) Se 
La 
A=|3 3 
- 4 


406 Algebra linear. 


tard 1 + 1 о о 0 
aja Заа сар 0-0 0 
4 4 4 -4 4 -4 O! 


A matriz A € nihilpotente de índice 2. 


Se А? =0, então A! = A* = А =... = Añ = 0. 


A matriz A é nihilpotente de índice 3 


Se А? =0, então А? = 


AM6 PROBLEMAS RESOLVIDOS 


1) ! Determinar a matriz AT transposta da matriz 


Solução 


4 
A=|3 -7 


2) Calcular (AB 


Solução 


a) Cálculo de 


b) Determinaç 


(ABIT - ET = 
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2 8 
ocu 
sa 
8 9 


he E 4 6 38 
3 2. Ba 
3o E s 
3 1-5 0 
eD=|0 02 | 
} ru | 
| 


) Calcular (AB)T. | 


lução 


a) Cálculo de Ag, 2) X Bo, 3) = Eqs, 3) 


A cbe 589 
4 E] 1 -s2 
jo =|9 7 65 
204 EA -4 8 38 
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3) Calcular ВТС. 5) Dadaam 
Solução 2 
a) Determinação de ВТ: Asp 
E 
4 3 
вт & y classificar 
E 8 
Solução 
b) Cálculo de BT, 3) > C, a) Determ 
E -9 6 
+ 3 4 1 © Я 
5| х = 9 8 ES 
1 2 AT=|5 
8 4 5 
$ 9 
4) Calcular (AB)' D. 
x b) Cálculo c 
Solução 
a) Cálculo de (AB)! 
(No caso presente, (AB)Í = ET já foi calculado no problema 2.) S-A*AT 
xit «dur ud 
-17 8 
€) Determin 
65 38 
ке E NR E 
b) Cálculo de (ABJ D - ET, зух Di 3) “GG, 3) 4 
sT=| 9 
-1 9 4 1 -5 0 -5 1 18 
12 
(AB) D-G п 8|«|0 о 2|2|7 1 -34 
-52 -65 38 1 1 0 -14 298 -130 


Tendo em vis 
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5) Dada a matriz. 


classificar a matriz A+ АТ = S. 


Solução 


а) Determinação da matriz АТ 


Tendo em vista que А+ AT = S=ST, A+ AT é uma matriz simétrica. 
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6) Dada a matriz 


6 1 4 
& -5 
2:35. 7 


classificar a matriz A - AT =P. 


Solucáo 


a) Determinação de AT 


Tendo em vista que A-AT=P 


6 3 2 042 
-|1 8 6|=|4 0 1 
4 38 t 240 


T, А- AT é uma matriz antisimétrica. 


classificar 


Solução 


a) Determ 


AT 


b) Cálculo 


S= ААТ = 


с) Determ 


Tendo em 
8) Dada a ma 


cos 


sen 6 


0 


calcular M 
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7) Dada a matriz 


classificar a matriz ААТ =S. 


Solução 


a) Determinação de AT: 


b) Cálculo de AAT = 


S-AAT- x 
5 7 з 7 -11 24 


с) Determinação de ST 


-11 24 


Tendo em vista que A. AT = 


=ST, ААТ é uma matriz simétrica 


Dada a matriz: 


cos еб 0 


send соё 0 


0 0 1 


calcular ММТ e classificar a matriz М. 
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Solução Solução 
| 10 
a) Determinação de МТ: | А = 
Í 4 
cos6 send 0 
5 Tendo em vis 
MT-|-sen8 сё 0 
5 10) Dada a matriz 
2 
b) Cálculo de MMT = Q: AS ngos 
4 ч 
cosO eng 0 cos send 0 
2 
О=ММТ = | send co8 O |x|-sen9 cose O ШАА 
° @ Oy a ma 
Solução 
costo + sento + 0 cos6 send - senes +0 0] [1 0 0 A 
Q=MMT= | senó созд - cos send +0 зеп? + cos'8 + O о|=|0 10 -4 
° ° 1j [00 1 
Tendo em vis 


Dadas as mat 
Se Q- MMT =I, MT =M ` e, por conseguinte, a matriz M é ortogonal. 


9) Dada a matriz 


calcular A? e classificar a matriz A. 
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Tendo em vista que A? é igual à matriz zero, A é nihilpotente de índice 2. 


10) Dada a matriz 


calcular A? e classificar a matriz A. 


Solução 
2 1 Saa 24 1 
A2 3 о |х 3 23|-2 3 2 
-4 4 3 4 4 3 4 4 3 


Tendo em vista que A? = A, a matriz A €idempotente (período igual a 1). 


Dadas as matrizes triangulares superiores (A e B) e inferiores (C e D). 


o 
o 
< o o 
o 
o 


е 
т 
a 
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11) Calcular AB e classificar a matriz AB = E. 


Solução 


оо 4 


A matriz AB = E é uma matriz triangular superior. 


12) Calcular CD e classificar CD = F. 


Solução 


A matriz CD = F é uma matriz triangular inferior. 


A.16.1 Problemas Propostos 


1) Determinar a matriz AT transposta da matriz 


EI 
2 
E 


3) 


4) 


5) 


6) 


7) 


8) 


9) 


10) 


11) 


12) 


eD= 


Calcular ( 


Calcular ( 


Calcular 4 


Calcular B 


2(ATBT. 


Dadas as m 


2 


Classificar | 


Classificar | 


Classificar / 


Classificar / 


Classificar E 


Classificar С 
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3) 


4) 


5) 


6 


ЕЁ] 
" 


Calcular (AB)T 


Calcular (AB) DT 


Calcular A(BDT). 


Calcular BTC. 


2(ATBT) + ЗСТ, 


Dadas as matrizes: 


2 
Scr П 3 sos] 
Е: 4 8 te 2 c 
5 э 6 q paul 129 


Classificar A+ AT 
Classificar B + BT. 
Classificar A. AT 
Classificar A - AT 
Classificar B - BT, 


Classificar С - СТ. 
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Dadas as matrizes: 16) Calcular DI 
17) Calcular EE 
18) Calcular Е? 
19) Calcular G? 
20) Calcular Hº 
21) Calcular J? 
22) Calcular L? 


23) Calcular M° 


Dadas as mat 
12 

А=|0 1 
0 0 
4 

pe 1 < 


24) Calcular AB 


25) Calcular CD 


26) Dadasas matr 


20 

13) Calcular AAT e classificar a matriz A. 
A=/0 7 
14) Calcular ВВТ e classificar a matriz B. 0 0 


15) Calcular CCT e classificar а matriz C. calcular AB « 
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16) Calcular DDT e classificar a matriz D. 
Calcular EET e classificar a matriz E. 
Calcular F? e classificar a matriz F. 
Calcular G? e classificar a matriz G. 
Calcular Hº e classificar a matriz H 
Calcular 3? e classificar a matriz J. 
Calcular L* e classificar a matriz L. 


Calcular Mº e classificar a matriz M. | 


Dadas as matrizes triangulares superiores (А e B) e inferiores (C e D): | 


Lom. 2-1 її а 

o 1 2820 2 4|;0= 3 ое 
оо 4 à. <br, 3 212 

4 00 


Calcular AB e classificar a matriz AB =E. 


Calcular CD e classificar a matriz CD = F. 


Dadas as matrizes diagonais: 


200 400 
07 0| eB-|0 50 
оо 006 


calcular AB e classificar esse produto 


418 Algebra linear 


A.16.2 Respostas ou Roteiros para os Problemas Propostos 6) Roteiro: 19) Det 
29) Det 
5 © d 
30) Cale 
7.9 
AT - * 49) Ca 
3 6 
o 59) Det 
aa An 69) Cale 
79) Som 


2) Roteiro: 19) Calcular AB = Е. T 
7) A+A! € simétri 
29) Calcular ET = (ABJT. 


8) B+BT ésimétri 
ou: 9) A.AT é simétric 


19) Determinar AT, 10) A-AT éantisin 
20) Determinar BT. 


11) B-BT éantisi 
30) Calcular ВТАТ = (AB)T (IV Propriedade da matriz transposta, item 4.9.1.) Mon 


12) C-CT éantisim 


Observação 13) A éortogonal. 


Esse roteiro é conveniente quando já se conhecem as transpostas de A e de B. 14). B ortogonal 


3) Roteiro: 19) Calcular АВ = E (já calculado no problema 2). 15) C éortogonal. 


29) Determinar О". 


16) D é ortogonal. 
39) Calcular E.DT=F, ) E 


17) E éortogonal. 

4) Roteiro; 19) Determinar DT (já determinado no problema 3). 
odie Mi ed. 18) E énihilpotente 

39) Calcular AG = H. ° 19) G é nihilpotente. 


5) Roteiro: 19) Determinar ВТ (já determinado no problema 2). РО) H énihilpotente 


29) Calcular ВТС = J, 


21) J éidempotente ( 
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6) Roteiro: 19) Determinar AT (já determinado no problema 2). 


29) Determinar ВТ (já determinado no problema 2). 
39) Calcular АТВТ = K. 

49) Calcular 2K. 

59) Determinar CT, 

69) Calcular ЗСТ - L. 


79) Somar 2K * L. 
A+ AT é simétrica. 
B+BT é simétri 
A . AT é simétrica 


А-АТ 


é anti-simétrica. 
B-BT é anti-simétrica. 
C-C" éantisimétric 

A é ortogonal. 

В é ortogonal. 

С é ortogonal. 

D é ortogonal. 

E é ortogonal. 

F €nihilpotente de índice p 
G é nihilpotente de índice p 
H é nihilpotente de índice p = 3. 


J é idempotente (período igual a 1). 
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22) L é idempotente (período igual a 1). 
23) M é periódica de período igual a 2. 
24) AB=E é uma matriz triangular superior. 


25) CD=F é uma matriz triangular inferior. 


é uma matriz diagonal. 


DETERMINANTES 


A.17 CLASSE DE UMA PERMUTACAO 


Consideremos uma permutação 


dos três elementos a, b, c e tomemos para permutação principal a permutação: 
abc 


na qual os elementos estão na ordem alfabética. 


Diz-se que dois elementos de uma permutação formam uma inversão se estão em ordem 
inversa à da permutação principal 


Assim, na permutação dada acb, os elementos c e b formam uma inversão. 


Uma permutação é de classe par ou de classe ímpar, conforme apresente um número par 
ou ímpar de inversões. 


A permutação acb é de classe impar. 


A.18 TERMO 


Dada a matr 
dá-se o nome de te 


an ¿da dy 


A.19 TERMO 


Dada a matri 
dá-se o nome de te 


am cd na 


A.20 DETER! 


Chamase d 
obtém efetuando 
primeiros índices, 
dos segundos índio 


A utilização 
dadas algumas info! 


А.21 ORDEM 


Chama-se or 
Assim, se a matriz ( 


A.22 REPRES 


A representa 
de maneira análoga 
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A.18 TERMO PRINCIPAL 


Dada a matriz quadrada A, de ordem n, ao produto dos elementos da diagonal principal 
dá-se o nome de termo principal 


Anda d» a 


A.19 TERMO SECUNDARIO 


Dada a matriz quadrada A, de ordem n, ao produto dos elementos da diagonal secundária 
dá-se o nome de termo secundário: 


аз-аз nor cds п-2 am 


A.20 DETERMINANTE DE UMA MATRIZ 


Chama-se determinante de uma matriz quadrada à soma algébrica dos produtos que se 
obtém efetuando todas as permutações dos segundos índices do termo principal, fixados os 
primeiros índices, e fazendo-se preceder os produtos do sinal + ou —, conforme a permutação 
dos segundos índices seja de classe par ou de classe ímpar. 


A utilização da definição e o cálculo de determinantes serão feitos logo após serem 
dadas algumas informações necessárias para a melhor compreensão do assunto. 


A.21 ORDEM DE UM DETERMINANTE 


Chama-se ordem de um determinante a ordem da matriz a que o mesmo corresponde. 
Assim, se a matriz é de ordem 3, por exemplo, o determinante será de ordem 3. 


A.22 REPRESENTAÇÃO DE UM DETERMINANTE 


A representação do determinante de uma matriz A, que será designado por det A, faz-se 
de maneira análoga à da matriz, colocada entre dois traços verticais. 
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det A= 


A.22.1 Linhas e Colunas de um Determinante 


Apesar de o determinante de uma matriz quadrada А = [50], de ordem n, ser um 
número real, costuma-se, por comodidade, uma vez que aquele número é calculado a partir dos 
elementos das linhas e das colunas da matriz, falar nas linhas e nas colunas do determinante. 


A.23 PRELIMINARES PARA O CÁLCULO DOS DETERMINANTES 


DE 22 E DE 32 ORDEM 


Para a correta aplicação da definição de determinante de uma matriz, consideremos as 


tabelas constantes dos itens A.23.1 e A232. 


A.23.1 Tabela Referente às Permutações dos Números 1e 2 


O total de permutações dos número 1 e 2 é: 


P=2! =1x2=2 


Permutação Número de | Clasteda | Sinal que precede 
principal тетине inversões | permutação o produto 
12 2 o par + 
12 E 1 impar = 


A.23.2 Tabela 
O total de pe 


P,-3! =1 


Permutação 
principal 


A.24 CALCUL 


Dada a matriz 


а 


deve-se, de acordo с‹ 
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А.23.2 Tabela Referente ás Permutações dos Números 1,2e 3 
O total de permutações dos números 1,2e 3 é: 


Р,=31 =1x2x3=6 


— 
Permutação Número de | Classe da Sinal que precede 
d Permutação А 
principal inversões | permutação o produto 
123 123 o par + 
E er um 123 132 1 impar - 
a partir dos 123 312 2 par * 
determinante. 133 213 1 ímpar =; 
123 231 2 par + 
123 321 3 ímpar 


A.24 CÁLCULO DO DETERMINANTE DE 24 ORDEM 


Dada a matriz 


det A 


deve-se, de acordo com a definição, proceder da seguinte maneis 
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19) Escrever os elementos que compõem o termo principal, um após o outro, somente com 
os primeiros índices (deixando lugar para colocar depois os segundos índices), tantas vezes quantas 
forem as permutações dos números 1 e 2 (no caso, duas vezes): 


Solução 


a a а a det À = 


20) Colocar nas duas expressões anteriores, como segundos índices, as permutações 12 e 
21, uma permutação em cada expressão e não necessariamente nessa ordem: Daqui por: 

an an an da 

Calcular: 

39) Fazer preceder cada um dos dois produtos assim formados dos sinais + ou —, con- 
forme a permutação dos segundos indices for de classe par ou de classe ímpar. No caso, se pode 
ver, na Tabela do item A.23.1, que o sinal que precede o 19 produto é +, porque a permutação 
12 é de classe par,e que o sinal que precede o 20 produto é —, porque a permutação 21 é 
de classe impar. 


+ É е 
ONE ue 2) Calcular 


49) Efetuar a soma algébrica dos produtos assim obtidos, com o que se terá 


der A = 
det A=an an — anan 
isto é 
an an 
Solução 
det A= = anan -an da ç 
ж det А=(-3, 
Por comodidade costuma-se dizer que o determinante de 28 ordem é igual ao termo 


rincipal menos o termo secundário. 
princip: 3) Calcular: 


Exemplos 1 


1) Calcular o determinante da matriz 0 


det l =l x 
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tro, somente com. 
tas vezes quantas. 


permutações 12 e 


* ou —, con- 
No caso, se pode 
a permutação 


7x4-2:5=28-10=18 


Daqui por diante, se dirá simplesmente: 


Calcular: 


2) Calcular: 


Solução 


det À = (-3) х C2) -C8) х (-5)=6-40=-34 


3) 


Solução 


det l=1x1-0x0=1-0=1 
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4) Calcular: 
6 3 
detA- 
9. 26 
Solução 


det A=6x5-3x0=30-0=30 


A.25 CALCULO DO DETERMINANTE DE 32 ORDEM 


Dada a matriz 


deve-se, de acordo com a definição, proceder do seguinte modo: 

19) Escrever os elementos que compõem o termo principal, um após o outro, somente com 
os primeiros índices (deixando lugar para colocar depois os segundos índices), tantas vezes quantas 
forem as permutações dos números 1,2 е 3 (no caso, seis vezes): 


h da ds a а аз а а as 


а а a ар аз ау ааа 


29) Colocar, : 
132, 312, 213, 231 
ordem: 


an an dn 
аз dn аз 
30) Fazer рге 

a permutação dos se 

na Tabela do item A. 
a) o sinal que | 
b) o sinal que 
с) o sinal que y 
d) o sinal que 
e) o sinal que 


f) o sinal que 


tan da аз 


An an аз 


49) Efetuar a s 


det A 


11822 
Essa fórmula p 


det A7 aj (à 
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29) Colocar, nas seis expressões anteriores, como segundos índices, as permutações 123, 
132, 312, 213, 231 e 321, uma permutação em cada expressão e não necessariamente nessa 
ordem: 


ап da аз ап dn аз аз dn de 


аз day аз dn da ds dy ар ам 


30) Fazer preceder cada um dos produtos assim formados dos sinais + ou —, conforme 
a permutação dos segundos índices for de classe par ou de classe impar. No caso, como se pode ver 
na Tabela do item A.23.2: 

a) o Sinal que precede o 19 produto é +, porque a permutação 123 é de classe par; 

b) o sinal que precede o 29 produto é —, porque a permutação 132 é de classe ímpar; 

с) o Sinal que precede o 39 produto é +, porque a permutação 312 é de classe par; 

d) o sinal que precede о 49 produto é —, porque a permutação 213 é de classe impar; 


e) sinal que precede o 59 produto é +, porque a permutação 231 é de classe par; 


D) o sinal que precede o 69 produto é —, porque a permutação 321 é de classe ímpar: 


tan аз аз An аз dy fn dn ds 
An an аз tán аз ан A аш as 
somente com 49) Efetuar a soma algébrica dos produtos assim obtidos, com o que se terá: 


vezes quantas 
det А =апаззазз - 4112523: + 313221352 7312221233 + 212323231 dd 


Essa fórmula pode ser transformada na seguinte: 


| 
| 
det А ац (82458 - 823832) - a12 (a21 833 - азам) + as (an 892 cinis) | 
| 
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É muito fácil escrever essa fórmula partindo da matriz 


y dy dy 
€ efetuando as seguintes operações: 


* multiplicar o elemento a, (da 18 linha) pelo determinante menor da submatriz de 
A, que se obtém eliminando a 18 linha e a 18 coluna: 


a 

n UN 

аз |; ап = ап (dass - 225832) 
an аз 

аз 


© multiplicar o elemento a; (da 12 linha) pelo determinante menor da submatriz de 
A, que se obtém eliminando a 12 linha e a 22 coluna: 


аз 
an аз 

аз |; an = ал (ааз - азау) 
аз as 

аз 


* multiplicar o elemento aj; (da 18 linha) pelo determinante menor da submatriz de 
A, que se obtém eliminando a 12 linha e a 34 colun: 


= an(anas canis) 


o fazer o 
sinais + e —, ir 
det A= | : 


detA=|a 


Essa manei 
é comumente den 


Exemplos 
1) Calcular 

2 

det A =| 3 

6 

A solução s 

det A =2> 

det A=2(1 


det A=2(2 
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or da submatriz de 


nor da submatriz de 
i 


enor da submatriz de 


e fazer os três produtos obtidos anteriormente serem precedidos alternadamente pelos 
sinais + e —, iniciando pelo sinal +: 


an an аз 


11 (222235 - 323 832) - ai2(321 333 - 223231 ) + a13 (42142 322331) 


ан ар аз 


ан йз аз 


ou, simplificadamente: 


ап an 


det A=| an an da | = an - an + аз (4.25) 


[S 


Essa maneira de escrever a fórmula para calcular o determinante de uma matriz de 34 ordem 
é comumente denominada desenvolvimento do determinante pela 14 linha. 


Exemplos 


Calcular: 


1) 


* 
der A=[3 1 4 
6 82 


A solução se obtém pela fórmula (A.25): 


det A=2(1x2-4x8)-5(3x2-4x6)+7(3x 8-1 x6) 


det A=2(2-32)-5(6-24)+7(24-6) 
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det А= 2-30) -5(-18) + 7 x 18 ++ 
EO as 
det A= -60 +90 + 126 
+ + 
det A = 156. 
3) Calcular: 
2) Calcular: 2 
dtas |3 
k y Q 
6 
deA- -5 4 6 
S Todo desenvolvendo-o pela 2 
A solução se obtém pela fórmula (A.25): A solução do pro 
diferenças: 
4 6 - + 4 
a) A coluna a se 
a -1x 2) 
Brandes CO a ser eliminada será ac 
PRU DT 9.2 determinante menor. 
det A=3 [4 x 7- C5) x2] - 1[-5 x 7 - (-6) x0] - 2(-5 x 2-4 x 0) b) Os sinais que p 
det A = 3(28 12) - 1 (-35 + 0)- 2 (-10 -0) ; 
det A 7-5 
det A73 x 40 - 1 x C35) - 2 x (-10) En E 
det А = 120 + 35 + 20 
det A=-5(3x2 
det A= 175. 
det А=-5(6-24 
A.25.1 Observação det A = -5(-18)+ 
Assim como se pode calcular um determinante desenvolvendo-o pela 13 linha, pode-se det A=90-38+ 
também саси о desenvolvendo-o por qualquer linha ou por qualquer coluna, devendo-se ter 
absoluto cuidado com a alternância dos sinais + e — que precedem os produtos formados. det A=156 
Assim, no caso do determinante de 34 ordem, a alternância dos sinais + e — dos produtos 
por linha e por coluna é a seguinte: Esse resultado foi 


|à linha, pode-se 
a, devendo-se ter 
odutos formados. 


— dos produtos 
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tos 
ME (A.25.1) 
к + 
Calcular: 


desenvolvendo-o pela 28 coluna. 


A solução do problema se obtém com a fórmula análoga à obtida em (A.25) com as seguintes 


diferenças: 


3) A coluna a ser eliminada para formar o determinante menor será sempre a 24, e a linha 


a ser eliminada será aquela em que se situa o elemento da matriz que vai multiplicar o referido 
determinante menor. 


b) Os sinais que precedem os produtos são os dados no Quadro (A.25.1): 


det A = -5 x] +1x -8x 


det A=-5(3x2-4x6)+1(2x2-7 x6) -8(2x4-7 x3) 
det А = -5(6 -24) + 1 (4 ~42) -8 (8 - 21) 

det À = -5(-18)+ 1 (-38) - 8(-13) 

det A=90 - 38 + 104 

det A7 156 


Esse resultado foi o mesmo obtido no Exemplo 1. 
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A.26 DESENVOLVIMENTO DE UM DETERMINANTE РОВ UMA LINHA 
OU POR UMA COLUNA 


Se se repetir o raciocínio e o roteiro do cálculo de um determinante de 34 ordem para um 
determinante de 42 ordem, por exemplo, se chegará à mesma conclusão: o determinante poderá 
ser calculado desenvolvendo-o por qualquer linha ou por qualquer coluna, devendose ter 
absoluto cuidado com a alternância dos sinais + e — que precedem os produtos formados, alter- 
nância essa que, para o determinante de 48 ordem, é a seguinte: 


P» ren D pm 


desenvolvendo-o pela 12 linha, 


Roteiro para a solução: 


1 
6 


Calculando ca 
indicadas, se obterá 
75, 6, 7, 8, 10, : 
processo que se cal 
um número excesiv 
A.28 será visto ump 
número é sensivelme 
por uma coluna e é, $ 


A.27 PROPRIEI 


Dentre as dive 
de uma forma ou ou 
ou com as proprieda 
verificadas por meio « 


1) O determina 


a bi с 
4; bo 


às by cs 
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LINHA 


ordem para um 


minante poderá 
devendo-se ter 
formados, alter- 


Calculando cada um dos 4 determinantes de 32 ordem e efetuando as demais operações 
indicadas, se obterá o valor do det A. Igualmente, se pode calcular um determinante de ordem 
n=5, 6, 7, 8, 10, 20, 50 etc., desenvolvendo-o por uma linha ou por uma coluna, pelo mesmo 
processo que se calcula um determinante de 48 ordem. Entretanto esse processo, por envolver 
um número excessivamente elevado de operações, torna-se quase impraticável. Por isso, no item 
A.28 será visto um processo em que, apesar de conter ainda um número elevado de operações, esse 
número é sensivelmente menor do que o do desenvolvimento do determinante por uma linha ou 
por uma coluna e é, geralmente, usado com o auxílio de um computador. 


A.27 PROPRIEDADES DOS DETERMINANTES 


Dentre as diversas propriedades dos determinantes serão relacionadas, a seguir, aquelas que 
de uma forma ou outra dizem mais de perto com o cálculo dos determinantes de qualquer ordem 
ou com as propriedades dos vetores. Essas propriedades não serão demonstradas, mas tão-somente 
verificadas por meio de exemplos: 


1) O determinante de uma matriz A não se altera quando se trocam as linhas pelas colunas: 


as b o| |с c cs 
Exemplo 
2 % 


=2x3-5x7=6-35=-29 
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ID Se a matriz A possui uma linha (ou coluna) constituída de elementos todos nulos, o 


determinante é nulo: 


detA= |a b, 0 


as bs O 
Exemplo 
9/090 4 1 ЫЕ 5 
dtA-|5 4 1|=0x -0x +0 x 
3 3 
з # +4 il 


=0-0+0 


Esse determinante foi desenvolvido pela 18 linha, observadas as alternâncias dos sinais que 


precedem os produtos. 


Ш) Se a matriz А tem duas linhas (ou duas colunas) iguais, o determinante é nulo: 


a d с 


dtA-|a a q|=0 


às ау су 
Exemplo 
2 
ий a к 1 & 3 
dtA-2|3 3 1|=5x -5x +2x 
d ug 4 6 4 6 4 


Esse determinante foi desenvolvido pela 12 linha, observadas as alternáncias dos sinais que 


precedem os produtos 


det A= 


(3x6-1x4)-5(3x6-1x4)+2(3x4-3x4) 


det A=5(18-4)-5(18-4)+2(12-12) 


det A 


det A- 70 - 


det A70 


ТУ) Se па п 
cionais, o determi 
situados em linhas 
estão na mesma lin 


а 


det A= 
a 


Exemplo 


a 


Nesse deter 


le 


V) Se na m: 
0 determinante de 
matrizes, a saber: 
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det A=5 х 14-5 х14+2х0 

det A270 -70+0 

detA=0 

IV) Se na matriz A duas linhas (ou colunas) têm seus elementos correspondentes propor- 
cionais, o determinante é nulo (numa matriz A, dois elementos são correspondentes quando, 


situados em linhas diferentes, estão na mesma coluna, ou quando, situados em colunas diferentes, 
estão na mesma linh: 


a ka 


det A 


& ke 


dos sinais que 


Exemplo 
2.6 
=2x9-6x3=18-18=0 
an 


Nesse determinante os elementos correspondentes das 2 colunas são proporcionais 


V) Se na matriz A cada elemento de uma linha (ou coluna) é uma soma de duas parcelas, 
o determinante de A pode ser expresso sob a forma de uma soma dos determinantes de duas 
matrizes, a saber: 

sinais que 


a Wto a b, à a 


a boto а ba | |а a 
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Exemplo Exemplos 
Das less] pac ss 1) Calcular: 
- + 
7 а+6[ |+ alli 6 1 
De fato: чо 
o 
2 з+5[ |2 в 
E =2x10-8x7=20-56=-36 Desenvolvend 
7 а+6| 17 10 precedem os produt 
mas: 
detA=1 x 
ad 
=2x4-3x7=8-21=-13 
4 
7 det A=1x(1 
М det A=1x(1 
5 
x6-5x7=12-35=-23 SENTIRA 
T 6 
2) Calcular: 
logo: 
6 
23 à s o 
+ =-13-23=-36 det A= 
Y 4 T. ° 
o 


VI) O determinante de uma matriz diagonal A (superior ou inferior) é igual ao termo 
principal, isto é, é igual ao produto dos elementos da diagonal principal: 


ап an аз 
detA=[0 а. аз |= ananas 


о о 


аз 


x) é igual ао termo 
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Exemplos 


1) Calcular: 


о 0 


Desenvolvendo o determinante pela 14 coluna e observando a alternância dos sinais que 
precedem os produtos, vem: 


det A2 1x (1x2-3x0)-0x (3x2-5x0)*0x (3x3-5x1) 


det A7 1x(1x2-0)-0 x (6-0) +0 x (9-5) 


de A=1x1x2-0+0=1x1x2 


2) Calcular: 


Desenvolvendo o determinante pela 18 linha e observando a alternância dos sinais que 


precedem os produtos, vem: 


3 
1 


$ 
з |+4x|0 
o 


0 
002 
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O 19 determinante, como foi visto no Exemplo 1, é iguala 1 х1 х 2, eosoutros 3 deter- 
minantes, por terem uma coluna constituída de elementos todos nulos, são nulos (II propriedade). 


Logo: 


detA=6x1x1x2 


VII) Trocando-se entre si duas linhas (ou colunas) da matriz A, o determinante muda de 
sinal, isto é, fica multiplicado por -1: 


bin a dba 


a b o |== |a bs cs 


аз b сз а ba o 


3 
0 


2 


4 12 


а) Desenvolvendo o determinante pela 28 linha е observando а alternância dos sinais que 
precedem os produtos, vem: 


detA=-0x(3%12-5x4)+0x(1x12-5x0)-2x(1x4-3x0) 
det A=-0x(36-20)+0 х (12-0) -2(4 - 0) 
det A7-0 x 1650 x 12-2x4 
det A=-0+0-8 


det A=-8 


Trocando, | 


det A, =| 0 


b) Desenvol 
precedem os prodi 


det A, =+( 
det Aj 20» 
det Aj 205 
det A, =0 x 
de A, =0- 
det A, 78 

Como se vé 


por -1, isto é, seu 
necessidade de пос 


0 


Na realidade, 
valor, deveria ser di 


resultado seria o me 
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utros 3 deter- 
propriedade). 


Trocando, na matriz A, a 28 linha pela 38, vem 


s 
o 


ante muda de 


b) Desenvolvendo o determinante pela 32 linha e observando a alternância dos sinais que 
precedem os produtos, vem: 


$ 3 ЖЕ; L $ 
det Ay =+0 x -0x +2- 
4 n 0 12 0 4 
del Aj 20 x (3x 12-5 x 4)-0 x (1412-5 «0)42 «(14-3 х0) 


det A, 20 x (36 20) -0 x (12 -0) + 24 -0) 


det Aj 70 x 16-0 x 


2424 
det Aj 20-048 

det Aj =8 

Como se vé, o det A, ao serem trocadas entre si duas linhas da matriz A, ficou multiplicado 


por -1, isto é, seu valor foi alterado. Para que se mantenha o valor do det A, no caso de haver 
necessidade de trocar entre si duas linhas (ou colunas), se procederá do seguinte modo 


Na realidade, tendo em vista que o det A foi multiplicado por -1, ele, para manter seu 
y, deveria ser dividido por -1 (ou multiplicado pelo inverso «1, no caso ==). Como, porém, o 


tado seria o mesmo, se optou pela solução mais simples. 
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Quando se desejar trocar a 28 linha pela 38 de uma matriz A para facilitar o cálculo de seu 
determinante, se escreverá assim: 


1 30$ 
dtA-|o 0 2|- Lo 
0.4 n 

lina 18 
de A=-1x|0 4 1 
#4 E 


Essa operação será utilizada no cálculo de um determinante de qualquer ordem, quando, 
como aconteceu no presente caso, num determinado estágio do processo do cálculo, não puder 
haver o número zero na diagonal principal: a troca da 28 linha pela 38 tirou o zero da diagonal 
principal e colocou em seu lugar o número 4. 


VIII) Quando se multiplicam por um número real todos os elementos de uma linha (ou de 
uma coluna) da matriz A, o determinante fica multiplicado por esse número: 
a b a mob o 
ka, kb; kc |= Кх | а; ba cz 


à b Ca as bs cs 


Yel 
detA=[0 4 12 
9- Ж. 


Este determinante foi calculado, como Exemplo, na propriedade VII, e o valor encontrado 
foi det A, = 8. 

Suponha o leitor que se deseja multiplicar a 24 linha por 1/4 (o que é o mesmo que dividir 
os elementos da linha por 4): 


Desenvolve) 
cedem os produtc 


det А; =+! 


det А, 


det A, =0 


det А, =0 


det А, 


det A, 72 


Comp s v 
linha por + uma 


det A; = 


isto é, o valor de 


haver necessidade | 


Repetindo o 


lir os element 
jue, para comper 


lo pelo invers 


cálculo de seu 


ordem, quando, 
culo, não puder 
гето da diagonal 


ma linha (ou de 


valor encontrado 


mesmo que dividir 
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Desenvolvendo o determinante pela 32 linha e observando a alternância dos sinais que pre- 
cedem os produtos, vem: 


det A; =0x(3x3-5x1)-0x(1x3-5 x0)+2(1x1-3x0) 
det A; =0 х (9-5)-0 х (3-0) 2 x (1-0) 

det A; 20x 4-0x 3*2x 1 

det A, =0-0+2 


det Аз =2 


Como se vê, о det Ay ficou multiplicado por -1- ao se multiplicar os elementos da 28 
linha por -L7 uma vez que: 


1 
det Az =2=8 x 


isto é, o valor de det A; ficou alterado. Para que se mantenha o valor do det Ai, no caso de 


haver necessidade de multiplicar a 28 linha por -L, se procederá do seguinte modo: 


1 
Repetindo o que já foi dito, multiplicar оз elementos de uma linha por -q- é o mesmo que 


dividir os elementos da linha por 4 (ou, o mesmo que dividir o determinante por 4). Daf por 
que, para compensar, isto é, para que o determinante mantenha seu valor, é necessário multi- 


plicá-lo pelo inverso de T ou seja, por 4. 
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Quando se desejar multiplicar a 24 linha de uma matriz A por- para facilitar o cálculo de 


seu determinante, se escreverá assim- 


13.5 
2 1 
dla =[0 4 2| LCD 
00 2 
iss 
deA;-4x [0 1 3 
00 2 


Essa Operação será utilizada no cálculo de um determinante de qualquer ordem, quando, 
como aconteceu no presente caso, num determinado estágio do processo do cálculo, se desejar 
obter o número 1 como um dos elementos da diagonal principal: a multiplicação do número 4, 

š " 1 š 
que estava na 28 linha como elemento da diagonal principal, por -д- colocou o número 1 em 
seu lugar 


Admitamos que se queira obter o número 1 em lugar do número 2 no det Аз: 


1 
Nesse caso, basta multiplicar a 38 linha por — e fazer a respectiva compensação multi 


plicando det A; pelo inverso de 1, isto é, por 2 


AE Gr! 
derAs= [0 13 |— (4) 


002 
1 9 5 
013 
001 


Recapitul 


det 


det / 


det A 


det A 


ao Ser desenvo 
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a facilitar o cálculo de Recapitulando todas as operações feitas até agora com о det A da propriedade VIII, tem-se: 


dtA-|0 0 2|— La 


04 12 
1 3 5 
detA=-1x[0 4 12|— Lp 
оо 2 
juer ordem, quando, 
, se desej 
do cálculo, se desejar NE 


cação do número 4, 


о número 1 em 


Qi: 2 
let Az: 
toss 
dtA--1x4x2» |0 1 3 
001 
Tendo em vista que, pela propriedade VI, o determinante de uma matriz triangular é 
compensação multi- igual ao termo principal e como, nesse caso, o termo principal TP é igual a 1 (TP= 1 х1 х 1), 


vem: 
detA=-1x4x2x1=-8 


Esse valor -8 já havia sido encontrado para o determinante dado: 


jy es 
930 2 
04 12 


ao ser desenvolvido pela 28 linha (exemplo da propriedade VII, alínea a). 
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IX) Um determinante não se altera quando se somam aos elementos de uma linha Suds 
(coluna) da matriz À os elementos correspondentes de outra linha (coluna) previamente multi- elementos corresp 
plicados por um número real diferente de zero: I 

э W a bi A 28 linha: 
а dy 0 | = |а + Ка batkb ctke 14 linha: 
u bos. P ds a Multiplicad 
Nova 28 lin 
Exemplo 
Calcular: | 
L-2 dh 


b) Desenvoly 
a) Desenvolvendo o determinante pela 18 linha e observando a alternância dos sinais que precedem os produ 
precedem os produtos, vem: 


10 12 4 р 4 10 

det A=+ x -2x +4x АР: 
T 9 5 9 5 7 

det A2 1x (10x9-12x 7)-2x (4 x9-12x 5)+4 x (4 x 7- 10x 5) ЗАА етн 

det A= 1 x (90 - 84) -2 x (36- 60) + 4 х (28 - 50) ud eis 

det A= 1 x 6-2 x (24) + 4 x (-22) det A, ml x 

det A7 6548 -88 "edet 


det A=-34 Portanto, de 
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de uma linha Pretende-se, agora, substituir a 28 linha do det A pela soma de seus elementos com os 
jamente multi elementos correspondentes da 18 linha previamente multiplicados por -4: 
28 linha: 4 10 12 
18 linha: yw 
Multiplicador: 4 -4 -8 -16 
Nova 28 linha 02 4 
idu 


b) Desenvolvendo o determinante pela 18 linha e observando a alternância dos sinais que 


a dos sinais que precedem os produtos, vem: + 
2 4 0 4 0 2 
[IE -2x +4x 
qo 5 9 £: 27 
) det A; 21 x [2 x 9 - (-4) x 7] -2« [0 x 9 - (-4) x 5] +4 x (0 


det A, = 1 х (18+28)-2 x (0 + 20) +4 x (0 - 10) 
det Aj = 1 x 46-40 - 40 
det A, 7-34 


Portanto, det A, = det A, com o que a propriedade fica verificada. 
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Quando se desejar somar os elementos da 28 linha com os correspondentes elementos da 
18 linha, previamente multiplicados por -4, se escreverá assim: 


Aliás, com isso | 
volvendo-o por 1 
determinante por 
bom A 

Não é dem 
um determinante 
mas é para um d 
de determinantes 
em geral, com ай 
convém ainda di 
executar o proo 
(e das respectivas 
o último, o núme 


detA=|4 10 12|— L, =L, 4L, C4) 
577 9 


1$ * 
detA-| 0 


9 


E 
£ * d 


Obtido o ni 
ções competentes 
obter ax = 1, su 
por zeros, e assim 
três hipóteses pod 


O sinal = da expressão 1, = L, + Li (-4) não tem o significado convencional; é em- 
pregado, entretanto, para indicar que a expressão L, = Ls + Li (-4), utilizada em lugar de La, 
não altera o “valor” do det A. 

Essa operação será utilizada no cálculo de um determinante de qualquer ordem, quando, 
como aconteceu agora, num determinado estágio do processo do cálculo, se desejar o número 
"zero" para formar uma matriz triangular. Para facilitar a obtenção do zero é que se utiliza a 
propriedade VIII, isto é, se faz a operação adequada para substituir o número que está na diagonal 
principal pelo número 1; e é isso o que veremos no próximo item. 


18) O elem 
e multiplicar o é 


28) O elem 


EG. 
A.28 CÁLCULO DE UM DETERMINANTE DE QUALQUER ORDEM 
outro lado, para 


Para calcular о determinante de uma matriz quadrada A, de ordem n (para n > 2, isto é, pelo inverso dei 


п 75,6, 10, 20, 50, 100 etc.), será utilizado o processo de triangulação. 


Assim, dada uma matriz quadrada A, de ordem n, se procederão com as linhas (ou colunas) 38) O elem 
de seu determinante as operações adequadas para transformar a matriz A numa matriz triangular dp. 
superior (ou inferior), ao mesmo tempo que se efetuarão com o det A as necessárias compen- 
sações, quando for o caso, para manter inalterado seu valor, tudo de acordo com as propriedades Ето 
dos determinantes já vistas е verificadas. 

Calcular: 

Antes de dar um exemplo, uma explicação se faz necessária ao leitor: o ideal seria calcular 
um determinante de ordem elevada, mas, no caso, o cálculo se tornaria demorado e repetitivo, 2 
porque, como já tivemos oportunidade de verificar, o processo para se obter o número zero é deta=|1 
sempre o mesmo, assim como o processo para se obter o número 1, na diagonal principal, também К 


é sempre o mesmo. Dessa forma, o exemplo a ser dado será о de um determinante de 38 ordem. 
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entes elementos da 


onvencional; é em- 
ia em lugar de La, 


uer ordem, quando, 
e desejar o número 
o é que se utiliza a 
que está na diagonal 


RDEM 


(para n 7 2, isto é, 


is linhas (ou colunas) 
ma matriz triangular. 
necessárias compen- 
com as propriedades, 


о ideal seria calcular 
morado e repetitivo, 
ter o número zero é 
al principal, também 
ninante de 34 ordem. 


Aliás, com isso haverá uma dupla vantagem: primeiro, se poderá calcular o determinante desen- 
volvendo-o por uma linha (ou coluna) qualquer; segundo, se poderá verificar se, calculando о 
determinante por triangulação, ele conserva seu valor. 


Não é demais insistir em que o processo de triangulação não é específico para o cálculo de 
um determinante de ordem 3 (embora o exemplo a seguir seja de um determinante dessa ordem), 
mas é para um determinante de qualquer ordem. Por outro lado, é preciso declarar que o cálculo 
de determinantes de ordem muito grande só foi possível a partir do uso dos computadores que, 
em geral, com algumas variações, utilizam o processo de triangulação. Dada a explicação ao leitor, 
convém ainda dizer que, por comodidade, facilidade nos cálculos e por ser bastante prático, para 
executar o processo de triangulação, se procura colocar, por meio das operações adequadas 
(e das respectivas compensações quando for o caso), como elementos da diagonal principal, exceto 
o último, o número 1. 


Obtido o número 1 na 14 linha e 1º coluna, isto é, a1; = 1, substituem-se, por meio das opera- 
ções competentes, todos os demais elementos da 13 coluna por zeros; da mesma forma, depois de 
obter а; = 1, substituem-se os demais elementos da 28 coluna, situados abaixo (acima) de azz 
por zeros, e assim por diante. Quanto a cada um dos elementos da diagonal principal da matriz A, 
três hipóteses podem ocorrer: 


18) O elemento é igual a zero. Nesse caso deve-se proceder à operação de troca de linhas 
e multiplicar o det A por -1, como compensação, isto é, para que det A conserve seu valor; 


28) O elemento é igual a k. Nesse caso, devese multiplicar todos os elementos da linha 
por + com o que se obtém o número 1 como elemento da diagonal principal dessa linha, Por 
outro lado, para compensar, isto é, para que det A mantenha seu valor, deve-se multiplicado 


pelo inverso de E, isto é, pork. 


32) O elemento é igual a 1. Nesse caso, nada a fazer no que diz respeito à diagonal 
principal. 


Exemplo 


Calcular: 


deta=[1 3 2 
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Solução 


3) Desenvolvendo o determinante pela 18 linha e observando a alternância dos sinais que 
precedem os produtos, vem: 


det A72» 
FAY Sum ded 13 
dtA-|1 3 2|=+2x -lx +7x 
И з 4 5 4 $3 
det A72 x(3x4-2x3)-1x(1x4-2x5)47 x(1x3-3x5) 
det A22 x 
det A=2 x (12-6) - 1(4- 10) 2 (3 -15) 
de A=2x6-1x(-6)+7(-12) 
det A=12+6-84 
det A=-66 
b) O mesmo determinante será calculado, agora, pelo processo de triangulação, segundo det A=2 x 
as instruções prestadas anteriormente. 
1 
2 1 7|—L6) 
dea=[1 3 2 O termo pri 
s 3 4 logo: 
det A22 x 
pl 
22 Como se vé 
dtA-2x|1 3 2|— L-L*LCD obteve quando se « 
А.29 PROBLI 
1) Calculer: 
2 
detA-|5 


— L,=L, +L1(5) z 
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ih od 
ncia dos sinais que 2 2 
= 523. |i 
de A=2x |0 + `> LC) 
v 
Liner 
137 
E MI 
Фи А=2 х3. |o 1 -£ 
2 10 
NE) 
о + -F | = the 
1 6 
1 dE 1 92 
dtaz2xsx [0 1 -É 
jangulação, segundo let A= al 10 
132 
ru ang 


logo: 


222 (0132, 10,12 
ди А*2 x3 (9) e (то 


Como se vé, pelo processo de triangulação se obteve para o det A o mesmo valor que se 
obteve quando se desenvolveu esse determinante pela 12 linha. 


A.29 PROBLEMAS RESOLVIDOS 


1) Calcular: 


2 
detA- | 5 
7 
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Solução 


Desenvolvendo o determinante pela 12 linha e observando a alternância dos sinais que 
precedem os produtos, vem: 


detA=2x 


det A=2(9x1-8x2)-4(5x1-8x7)+6(5x2-9x7) 
det A=2(9-16) -4(5 - 56)  6(10 - 63) 

det A=2(-7)- 4(-51) + 6(-53) 

det А = -14+ 204 - 318 

det A=-128 


2) Calcular o determinante do problema anterior pelo processo de triangulação. 


—ud 


1» 2.8 
dtA=2x|5 9 8 
1033 


— La = Ly +165) 


К" 
detA=2x|[0 -1 -7 
1|— LL tL) 


det A=2 x 


detA=2x 


detA=2x 


mas о determinan 


T=1x1x 


logo: 
det A=2 x ( 


det A = -128 


O cálculo de 
e mais raj 
er оз zeros des: 
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1 2 3 
-1 1 |— (-1 
sinais que men 
-12 -20 
1 2 $ 
det A= 2.х (-1) x| 0 1 7 
. a + Lo(12) 
o -12 ж ја 02) 
1 2 3 
derA=2x(1)x|0 17 
оо & 


mas o determinante de uma matriz triangular (superior ou inferior) é igual ao termo principal 


x1x64= 64 


Observação 


O cálculo de um determinante pelo processo de triangulação poderia ser feito com menos 
trabalho e mé 


rapidamente se, uma vez obtido o número 1 de uma coluna, as operações para 
obter os zeros dessa coluna não fossem indicadas uma de cada vez, e sim todas de uma só vez. 
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Assim: 3) Calcular pe 


24 6 —ud 
8 


E 
derA=[5 9 
-1 
7 3,4 detA= 
3 
2 
12. $ 
dtA-2x|$ 9 В| — 1,=1,+11(-5) 
7 2 1 — L-L*L(T7) Solução 
= 
1 2 3 É 
deA=2x|0 “17 |— LCD o 
o -12 -20 e 
тает: 
dtA-2xCDx|0 1 7 
0 -12 -2 |— L =L +L,(12) det A=(-2) х 
t 218 
detA=2x(1)x)0 1 7 
0 о 6 
det A=2 x (-1) x 64 
det A=-128 AX dE 


A conveniência de se indicar de uma só vez as Operações para se obter os zeros de cada 
coluna se tornará bem clara no cálculo de um determinante de ordem maior que 3, como se verá 
no problema seguinte. 
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3) Calcular pelo processo de triangulação: 


Е $ 
-1 0 12 
det A= 
3 - 4 1 
-2 2 3 4 
Solução | 
i | 
2 3 4 2|—ucp 
-1 0 1 2 
det A= 
ago bj) Ж] 
-2 2 3 4 


detA=(-2)x | -1 0 2 | — L,=L, +L, 
з 24 4 1|— L,=L,+L,G) 


2 2 3 -1|—Lk=Lk+L(Q) 


3 3 
кы SE кы 
3 3 2 
І 0 WR LG 
det A=(-2) x 
7 5 
0 — — 4 
»s zeros de cada. 2 2 
3, como se verá | 0 5 2 1 


mas o determinante 
T=1x1x 


det A=(2) «e & Ж 
— Ly =Lo ta) à 


— L =L =L(-5) det A=18 x 


4) Resolva a « 


der Ac (2) х3. 


Solução 


Desenvolvend 
alternância dos sinai 


det A- (2) EIL 
(x-2) х 


— L. =L +1307) 
(x-2)(1-6) 


«-2)(-5)-( 

-5х+10-(-7 
3 

det A= (2) y (56) < ЖО 


3x + 30- 60 


3x=60-30 
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t La(7) 


mas o determinante de uma matriz triangular é igual ao termo principal 


T-1x1x1x(- 
logo: 


PES 
det A=18 х (-T8 


4) Resolva a equação: 


Solução 


Desenvolvendo o determinante do 19 membro da equação pela 18 linha e observando a 


alternância dos sinais que precedem os produtos, vem: 


238 à $ 


(x-2) x 


e| 


xod з 1 


«-2)@ -6)-(х+3)(2 -9)+(х -1)(4-3)= 60 
«-2)(-5)-(х + 30 +(x- 00) = 60 


-5х + 10 - (7x -21) *x - 


=60 


-5х+10+7х+21+х-1=60 


3x + 30 = 60 


3x=60 -30 


x=10 


Solução 


Desenvolvendo o determinante do 19 membro da equação pela 13 linha e observando а 
alternância dos sinais que precedem os produtos, vem: 


+2x 


xx 


x(x-3)-3(5-1)+2(15-x)=12 
x!-3x-3x4430-2x-12 
x! -3x-12430 -2x7 12 


x2-5x-12+30-12=0 


x2-5x+6=0 


6) Resolver a | 


3 24 
1-2 x 
2, ox 


Solução 


Desenvolvendc 
alternância dos sinai: 


xCl*4-x( 
x(3) -x(-7)4 
Зх +7х -8х= 


2х= 
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ou: 


$ ax 
observando a eges 
3 da 
Solução 


Desenvolvendo o determinante do 19 membro da equação pela 38 coluna e observando a 
alternância dos sinais que precedem os produtos, vem: 


X(1+4)-x(3-4)+x(6-2)=8 
xG) -х(-7)+х(-8) = 8 
3x *7x -8x 78 
2x28 
8 


х=% 


2 


х=4 
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7) Resolver a equação: 


2 x22 1 
1 эх+3 4|=56 
з x*1 5 


Solução 


Desenvolvendo o determinante do 19 membro da equação pela 22 coluna e observando a 


alternância dos sinais que precedem os produtos, vem 


(4-2) х +(x+3) x -(х+1)х =56 


+ 


=(x-2)(5 - 12) + (х + 3)(10 -3) -(x + 1)(8 - 1)=56 


-(x -2)(7) +(x + 3)(7) - (x + 1)(7) = 56 


~(-7x + 14) € 7x +21 -(1x+7)=56 


7k - Md 7x £21 -7x -7=56 


7x=56 


Solução 
det A 
det A 
mas: 
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Solução 


det A=+(2)x | -1 4 


ñ 
s 
x 
m 
L 
+ 


na e observando a 


detA=2x|-1 4  1|+3x|-3 4 1|-1х}-3 o: 


det Bz|-1 -4 1|=+0x =1% +(-2) x 
* 4 a 


detB=0 x (4*3)-1(1-2)-2(348) 20 x 7 - 1-1) -2(12) 


detB=0+1-22=-21 
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det C= -1 (4+3) - 1 (3 +2) -2(9 - 8) = -1 (7) - 1 (5) -2 (1) b) cha 
quando se f 
detC- 7 -5-2--14 por uma linh 
* od 

uS -1 3 al 
dtD=| -3 + 1|[=*(1)x es 
224 2 2 2 deo 
* od 
det D -1(1 -2) -0(3*2) -2(-6 -2) = -1 (-1) -0(5) -2-8) des 
det D=1-0+16=17 “oc 
nant 
101 i E ©) Aler 
Ж е que, porta 
E rd o 3 3m 5 mesmo que o 


nante por cor 


det E = -1 (3 + 8) -0 (9 - 8) + 1 (-6 - 2) 


A.29.1 Pre 

det E= -1 (11) -0(1) 1-8) 2-11 -0 -8= -19 
Dadas a 

Substituindo det B, det C, det D e det E em (a), vem: 
det A=-2(21) + 3(-14) - 1(17) + 2(-19)= 42- 42-17 - 38 A= 
det A=-55 7 

calcular, pelo 

Observação 


1) deta 

O cálculo desse determinante já foi feito no problema 3 pelo processo de triangulação e, Eus 
como era de esperar, o resultado foi o mesmo. Os principais motivos pelos quais o mesmo a 

determinante foi calculado novamente, por outro processo, são os seguintes: E uc 
le 


a) mostrar que um determinante de ordem n>3 pode ser calculado desenvolvendo.o por Rs 
uma linha (coluna) e como fazê-lo; puo 


Algebra linear. 


det (А -B) 17) 5 
det (2A - ЗВ + 4C) 3x 
det (BC) ii 
det (ACT) 
18) 4. 
det (CB) A ro eta 
4 
det C(BA) 9 
Verificar se det (A + B) = det A + det B. 
Verificar se det (BC) = det B x det C E 
Dada a matriz: 18-2 
E 
15-2x 
20) ji o 
1 1 
Calcular det A pelo processo de triangulação & š 
Calcular det À desenvolvendo-o pela 28 linha 
Nos problemas 15 a 22, resolver as equações: 


> 
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17) 


18) 


19) 


20) 


5 1 3 

эх O  1|=100 
dE ` 

x+3 x*l x+4 
4 5 3 = 7 
9 10 7 
12-х 1 1 
18-2x 3 2 |= 0 
15-2х 0 1 

1 0 x-1 

1 1 x-2|20 
2 1 x-4 

2 x= 2 

1 1 x 

1 1 6 

2 % 1 
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A.29.2 Respostas ou Roteiros para os Problemas Propostos 11) Roteiro: 19 
1 a 3. Roteiro: Esses problemas se resolvem de forma análoga à dos problemas 1 ou 2 do item 4.29 
4) Roteiro: 19) Calcular À + B = E 

29) Calcular det E 

19) Calcular A-B = F. 

29) Calcular det F 


Roteiro: 19) Fazer G = 2A -3B + 4C 12) Roteiro: 10) 


29) Calcular G 29) 


39) Calcular det G 
39) 


19) Calcular BC = H 
49) 


29) Calcular det H 
5) 


" inar CT 
Roteiro: 19) Determinar C 6) 


29) Calcular ACT =] 


39) Calcular det J e 14. Roteiro: | 
mente, do 


Roteiro: 19) Calcular CB = L. 
29) Calcular LA=M 
39) Calcular det M 

Roteiro: 19) Calcular BA=N' 


29) Calcular CN = P 


39) Calcular det P 
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11) Roteiro: 19) Calcular det A 


2 do item A.29. 29) Calcular det B. 

39) Calcular A+B 

49) Calcular det (À + B) 
59) Calcular det À + det B. 


69) Comparar det (A + В) com det A + det B. 


12) Roteiro: 19) Calcular det B 
20) Calcular det C 
39) Calcular BC 
49) Calcular det (BC) 
59) Calcular det B x det C 


62) Comparar det (BC) com det B x det C 


13 e 14, Roteiro: Esses problemas se resolvem de forma análoga à dos problemas 3 e 8, respectiva- 
mente, do item A.29. 


18) x=1 


19) x=7 
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20) x=-1 De fato, deser 
que precedem os pro 
21) x=5 e x=3 
22) x=4 1 
detA- | 2 
INVERSÃO DE MATRIZES 3 
A.30 MATRIZ INVERSA detA=1x(5 
Em A.7.2 (29 caso) viuse que, dada uma matriz quadrada A, de ordem n, se existir detA=1x(4 
uma matriz quadrada B, de mesma ordem, que satisfaça à condição: 
detA=1x(- 


AB=BA=1 
Bé inversa de A e se representa por A^: det A=-3+2 


ААТ =ATA=1 det A=0 


A matriz singular n 


A.31 MATRIZ SINGULAR 


Uma matriz quadrada A = [а] cujo determinante é nulo é uma matriz singular. 32 MATRIZ! 


Uma matriz « 
«singular ou regt 


Exemplo. 


A matriz 


plo 


A matriz 


"uma matriz não-sin 


lem n, se existir 
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De fato, desenvolvendo o determinante pela 12 linha e observando a alternância dos sinais 
que precedem os produtos, vem: 


det A=1x(5x9-8x6)-4x(2x9-8x3)+7x(2x6-5x3) 
det A= 1 x (45 - 48)- 4 x (18-24) +7 x (12-15) 

det A= 1 x (-3) -4 x (-6) +7 x (-3) 

det A=-3+24-21 

det A=0 


A matriz singular ndo tem inversa, 


A.32 MATRIZ NAO-SINGULAR 


Uma matriz quadrada A= [aj] cujo determinante é diferente de zero é uma matriz 
não-singular ou regular, 


Exemplo 
A matriz 
2x3 
А=|5 2 2 
‚Ж өү, 


é uma matriz não-singular, porque o det A é diferente de zero. 
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De fato, desenvolvendo o determinante pela 18 linha e observando a alternância dos sinais 


| Exemplo 
que precedem os produtos, vem: 


| a) 
| 
22244 $ 3 5 2 Ea | ^ 
deA-|5 2 2|=+2x -3x +1x 
еее LS 3 3 $. q | 
det A22x (2 х3-2 х1) -3х(5 x3-2x3)*1 x ($X1-2x3) AC 


det A22 x (6-2)-3 x (15-6)+1 x (5-6) 


detA=2x4-3x9+1 x(-1) A matriz (| 
detA=8-27-1 

ГЕ 
detA=-20 


A matriz não-singular sempre tem inversa 


A.33 PROPRIEDADES DA MATRIZ INVERSA 


1) Se a matriz A admite inversa (det A #0), esta é única. 


Ш) Se a matriz A é não-singular, sua inversa A”! também é. A matriz inversa de A^! é A. 


Ш) A matriz unidade I é não-singular (det | = 1) e é a sua própria inversa: 1= I°! 


IV) Se a matriz A é não-singular, sua transposta AT também é. A matriz inversa de AT é 


A matriz Fi 
"b 


V) Se as matrizes A e B são não-singulares e de mesma ordem, o produto AB é uma matriz 
não-singular. A matriz inversa de AB é a matriz B^! A"! 


AIN 
A bon) 
А Ер 

j D 4 


469. 
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nância dos sinais 


ersa de A^! é A. 


inversa de AT é 


> AB é uma matriz 


Exemplo 


a) Verificar se a matriz C é inversa de A. 


matriz F é inversa de B. 
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©) Efetuar o produto das matrizes A e B. 


8 s||9 7| |9 76 se representa 
operações el 


3 2||s$ «| [37 29 
Com rd 
a ela, convém! 


BIA = x 


€) Se o produto das matrizes AB e B^' A”! for igual a I, ento B^' A^! é a inversa de AB: 


97 7 29 36 Lo 


(AB) x (B^! A7!) = x E 
m 2 |37 97| fo + 


Portanto, a inversa de AB é B^! A"! 


А.34 OPERAÇÕES ELEMENTARES 
Denominam«e operações elementares de uma matriz as seguintes: 
1) Permutação de duas linhas (ou de duas colunas). 


Ш) Multiplicação de todos os elementos de uma linha (ou coluna) por um número real 


diferente de zero. 


Ш) Substituição dos elementos de uma linha (coluna) pela soma deles com os elementos 
correspondentes de outra linha (coluna) previamente multiplicados por um número real diferente 


de zero. 
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A.35 EQUIVALÊNCIA DE MATRIZES 


Dadas as matrizes A e B, de mesma ordem, diz-se que a matriz B é equivalente à matriz A, e 
se representa por B ~ A, se for possível transformar A em B por meio de uma sucessão finita de 
operações elementares. 


Com relação às operações elementares para transformar uma matriz em outra equivalente 
a ela, convém ter presente o seguinte: 


2) Quando se desejar permutar, por exemplo, a 28 linha pela 38 de uma matriz A, se 
escreverá assim: 


! é a inversa de AB: 


b) Quando se desejar multiplicar todos os elementos da 22 linha, por exemplo, da matriz 


Ay, por + se escreverá assim: 


por um número real 


ss com os elementos 
número real diferente 
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e) Quando se desejar substituir os elementos da 12 linha, por exemplo, da matriz A, pela 
soma deles com os elementos correspondentes da 28 linha previamente multiplicados por -3, se 
escreverá assim: 


1 3 $|—L-L*L(3) 
M=|0 1 3 

0 0 2 

1 0 4 
Аз=|0 13 

$- 9. 2 


O sinal = da expressão L, = L, +14(-3) não tem o significado convencional: é empre- 
gado, entretanto, para indicar que a expressão L, =L, *L,(-3), utilizada em lugar de Li, 
transforma a matriz Аз na matriz equivalente As 

d) Recapitulando as operações elementares que foram efetuadas com a matriz А até obter 
a matriz equivalente As, verifica-se que: 


1) A operação Las foi realizada para tirar um zero da diagonal principal e poder colocar, 
em seu lugar, após adequada operação, o número 1. 


Ш) A operação no foi efetuada para, em lugar do número 4 na diagonal principal, se 
obter o número 1. 


Ш) A operação L, = Li + La (-3) foi efetuada para, em lugar do número 3, situado acima do 
número 1 da diagonal principal, se obter um zero. 


Como se vê, com as operações elementares se obtém os mesmos resultados já obtidos com 
as propriedades VII, VIII e IX dos determinantes: é que aquelas propriedades eram, na realidade, 
operações elementares. No caso, entretanto, dos determinantes, a VII e a VIII propriedades, 
quando aplicadas, alteram seu valor, daí a necessidade de efetuar compensações, isto é, realizar 
operações que anulem tais alterações e mantenham o valor do determinante, Não é o caso, porém, 
das matrizes: as operações elementares têm por objetivo transformar, por intermédio delas, uma 
matriz А em uma matriz B, equivalente a ela. 


A.35.1 Transfori 


Qualquer 
equivalente 1, de 


forma a matriz A m 


um asterisco ao lado 


Transformar a. 
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matriz Аз, pela 
dos por -3, se 


cional: é empre- 
m lugar de Li, 


triz A até obter 


e poder colocar, 


nal principal, se 


situado acima do 


s já obtidos com 
am, na realidade, 
Ш propriedades, 
s, isto é, realizar 
é o caso, porém, 
médio delas, uma 


A.35.1 Transformação de uma Matriz na Mat 


Unidade 


Qualquer matriz quadrada A, de ordem n, ndo-singular, pode ser transformada na matriz 
equivalente I, de mesma ordem, por meio de uma sucessão finita de operações elementares, 
istoé, I~ A. 

Para transformar uma matriz quadrada A, não-singular, na matriz I, se procederão com as 
linhas (ou colunas) operações elementares adequadas que: 

a) transformem a matriz A numa matriz triangular superior (inferior), ao mesmo tempo 
em que são substituídos cada um dos elementos da diagonal principal pelo número 1; 

b) substituam todos os elementos situados acima (abaixo) da diagonal principal por zeros, 
isto é, processem a diagonalização da matriz A. 

Do mesmo modo que se procedeu com o cálculo do determinante de qualquer ordem, será 
dado aqui um exemplo de uma matriz quadrada, de ordem 3, para ser transformada na matriz 1, 
de mesma ordem, e isso será feito tão-somente por comodidade, para não ser repetitivo, por ser 
prático, uma vez que о processo é o mesmo para uma matriz de ordem п (para n>2, isto é, 
n=5,6, 10, 20, 50, 100 etc.) 

Antes do exemplo, porém, uma informação ao leitor: ao mesmo tempo em que se trans- 
forma a matriz A na matriz equivalente I, pode-se calcular o det A; por essa razão, será colocado 
um asterisco ao lado de cada operação que altera o valor do determinante e, a0 final, feitas as 


operações para compensar as alterações, isto é, para manter o valor do determinante, será feito 
seu cálculo. 


Exemplo 


Transformar a matriz A na matriz equivalente I: 


275 — ur 


A= |4 2 2 

2 s 3 

1 š 

ЮК £ 
aisla 2 — L-L*L4 


3 
2 

E 
3 


Aç=|0 
— Ls =L, +Li(-2) o 
1 3 1 
Dig 
A = |0 
Аз = 0 о 4 
0 
0 4 0 


Tendo em vista que há um zero na diagonal principal (24 linha), há necessidade de permutar 


а 22 linha pela 3; com essa providência, em lugar do zero se obterá o número 4 na diagonal в 
principal (28 linha); por outro lado, de acordo com a propriedade УП dos determinantes, o o 
determinante ficará multiplicado por - 

Como se viu, 


transformada na ma 


Tendo em vis 
А, As, Ay e As 
calcular o det A: 


det A =2x( 
det A=32 


O leitor poden 
observando a alterná 


det A=2 x (2 


det A=2 x (6. 
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de permutar 
na diagonal 
minantes, o 


As=|0 1 
0 0 1 
i | L +L (5) 
M=|0 1 
[3E 1 
1 о 0 
Atejo 1 0 
0 0 1 


Como se viu, a matriz A, por meio de uma sucessão finita (8) de operações elementares, foi 
transformada na matriz equivalente 1 


Tendo em vista que o det Аз = det | é iguala 1 e que as operações realizadas com as matrizes 
A, As, As е As alteraram o det A, as operações a seguir anularão as alterações e permitirão 
calcular o det A: 

det A 22x C1) x 4 x (4) x 1 

det A=32 


O leitor poderá conferir o resultado obtido para o det A, desenvolvendo-o pela 18 linha e 
observando a alternância dos sinais que precedem os produtos: 


л 3 2 4 2 459 
detA=|4 2 2|=+2x -1x +3x 
M 5 £ 18, š t 


det A-2x (2x3-2x5)-1x (4x3-2x2)43x(4x5-2x2) 


det A=2 x (6-10)-1 x (12-4) 3 х (20-4) 
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det A=2 x (-4) - 1 x (8)+3 x 16 


detA=-8-8+48 


4 
A=32 
ES 2 
1 1 
A.36 INVERSÃO DE UMA MATRIZ POR MEIO 2 
DE OPERAÇÕES ELEMENTARES cm 
A mesma sucessão finita de operações elementares que transforma a matriz A na matriz * 9 
unidade I transforma a matriz I na matriz A`", inversa de A. a 
Para determinar, pois, a matriz inversa de A: ү 2 
2 
3) coloca-se ao lado da matriz А а matriz I, separada рог um traço vertical; $ о. 
b) transforma-se, por meio de operações elementares, a matriz A na matriz I, aplicando-se, EE 
simultaneamente, à matriz 1, colocada ao lado da matriz A, as mesmas operações elementares. = 
1 
| s 
Exemplos о 4 
0 


1) Determinar a matriz inversa da matriz 
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1 кф» 
4 z 4 o 1 0|—L=L tLC4 
5 3 0 0 1 
1 
1 
1 > 00 
0 0 4 2 1 0 
А na matriz EA ss E. a +L (2) 
jj 2] dá 
| Dos en ar qe "0 
| o оча |ә 1 0|—Lu* 
Ñ | пао ng d 
aplicando-se, | L 2 
elementares. E 


O dispositivo 


Tendo em vist 
elementares que tra 


В=А-! 


O detA, с 


éamatriz — A^, inversa de A. compensações, é: 


Pode-se fazer a verificação efetuando o produto AB, cujo resultado deve ser I; antes, porém, 
para facilitar os cálculos, os elementos da matriz B serão todos colocados com o mesmo denomi- 
nador, exceto os zeros: 


det A=2 x (-1 
Esse determinan 


2) Determinar a 
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O dispositivo a seguir, como já se sabe, facilita o processo da multiplicação de A por 


¿les 


seis sel 


РЕ 3. > 
8" 8 
8 
AS 3 8 i 90 4 
42 een 0 0|=|o 1 0 
E Rd 
Aversa [suado + 
rni AT. 0-70 9.0 1 


Tendo em vista que a matriz В foi obtida de uma matriz І por meio das mesmas operações 
elementares que transformaram a matriz A numa matriz unidade, B é inversa de A, isto é: 


B-AC 


O detA, considerando as alterações assinaladas com asterisco e feitas as devidas 
compensações, é 


; antes, porém, 


det A72 x (-1) x 4 x (-4) x 1-32 
nesmo denomi- 


Esse determinante já foi calculado no exemplo do item A.35.1 


2) Determinar a inversa da matriz 


480 


Algebra linear 


Procedendo de acordo com as instruções, vem: 


o o|— ud» 


w 
5 
o 
o 


r M 
A 1.1 
1 2 2 2 0.0 
Y E 6 1400 AS) 
a E 0.0.1 
de si 1 
E d A 
1-54 1 
аах а: n 
S 6$ ; 0 0 1j— L-L*LC) 
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si» s| 


R 
2 


' 


al 


o 


Eje ole 


— 1615» 


— u =L +) 
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Uma vez que a matriz A foi transformada na matriz I, a matriz 


éa matriz A^', inversa de A. 


Pode-se fazer a verificação efetuando o produto AB, cujo resultado deve ser I; o dispositivo 
a seguir, como já se sabe, facilita o processo da multiplicação de A por B: 


5 


EE 


- Bju. 


0 


E 
66 


Tendo em vista que a matriz B foi obtida de uma matriz I por meio das mesmas operações 
elementares que transformaram a matriz A na matriz unidade, B é inversa de A, isto é: 


B=A! 


O detA, c 
compensações, é: 


det A=2 xŠ 
Esse determin 


A.37 PROBLEI 


Nos problema: 
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e ser I; o dispositivo 


O detA, considerando as alterações assinaladas com asteriscos e feitas as devidas 
compensações, é: 


языб 1З 
анА=2 х3. х(- А0) х1 


Esse determinante já foi calculado по exemplo do item A.28. 


A.37 PROBLEMAS RESOLVIDOS 


Nos problemas de 1 a 3, transformar na matriz unidade as matrizes dadas. 


e 7 


s 3 


— L =L +Li65) 


1 š 
7 2 
— L,=L, +L (37) 
0 l. 
1 
0 ms 
h 0 
0 1 = 
0 0 ~- 
1 0 
0 | 3 
0 0 
1 0 
talo 1 
0 0 
3 
— L, =L, +L,(-1) с 
— L =L, + L (-1) 
Solução 
#4 
1 a 
jo —cnucp 3 1 
die un 
2 
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3 
ШЕЕ ЕТТ 
1 
$ 1 =+ 
° + +| —L =L +L,C2 
100 
1 
° 1 — 
о 0 
о о 
9- «i pps th 
3 э 
0 0 1 
Y 0:0 
TI 
T À 
3) p Qa аго" 
3 1 -2 2 
Cni up om 4 
3 1 -1 -2 
Solução 


240 2-—ucl 

з 1-2 2|—L-L*LC3 
-4 -1 2 3| — L, =L, +L, (4) 
3 1 -1 -2| —L-L*LC3 


— L =L; tL 


— L-Lt*LC) 


1 | — =L ta) 


— Lo =L, +L) 


— LL +Ls(2) 


— L, =L, + Lo(2) 


Nos problen 
uma das matrizes d 


4 12 


5 


la 
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Nos problemas de 4 a 7, calcular, por operações elementares, a matriz inversa de cada 
uma das matrizes dadas. 


9 2 7 


8.3 


в Fla X 


КЫ 
5|- 


— L. =L +165) 


Apa zd. 
4 + TR 


o LIS ущш 1|s m 


2 
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37 ЧЕ? 3 
L S co 229 Ln 
1 1 2 
а egens ent 
H 1 1 1 
0 + 5150 g|—th-nhth5Cp 
E o wb 18] 
1 1 2 
АЕ e DC 25: O 
| 1 1 1 
° о [р -7 d|— шз) 
L а 
1 o 0 - -1 0 
H H 2 = 4, 
00 215500 a =L, +1303) 
0 0 1 1 -1 -3 
| = 
1 0 0 -1 =1 0 
o 1 0 0 -1 1 
0 0 1 piat 
logo 
-1 -l 0 
ол т 
py ow 45 


490 
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Algebra linear 


Le 
ES Y 
DOR AS 
< 331 a 
T OO ç 
= = t x 
1 111 | 
I III - 
o ° = E» oL em o o =- 
е о - о 
o “e o o o 
ө noc. 
= Ss er ds E 
a oo -| o o o 
Өө sales 
a ^ + voa E 
i 
o "x PES 
T en ox D A de 
je кузы = 
РА mw ale le ES 
TE i le een 
q чое = ngm 
: CENTS o 
E L L 
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1 i 0 -1 E о о 0|—nL-L +6 
0 14 -2|-3-2 оо 
O” qp асе -2 0 1 0|— L-LtLCD 
1 3 1 
[E E! 5 ° ° 1|— L-L*LG) 
— Li =L +Lo(2) 
1 x ag эй 0 |— L =L + L3(-4) 
i5) — La =La +L) 
10 
л(-3) 
—>ш#=ш+ш@) 


< 


A operação Las não era indispensável; ela foi feita para se obter, de imediato, o número 1 
como elemento da diagonal principal da 38 linha e da 48 linha, Entretanto, o resultado seria o 
mesmo se o procedimento fosse o que vinha sendo feito. De fato: 


o 
1 


-2 


o|—u-n«no 
TE 4а -3 2 о | — L, =L, +L) 


0 


1 


— L =L, +L) 


0 1 

0 0 

0 0 

1 0 

0 1 

0 0 

0 0 

logo: 

1 

-l 

os 0 

1 
7 2 E 
D =| -4 -2 
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ic st 0 -1 а 0|— LL +L 
99-1 (9; e sb 012. $0 
1 1 1 ES do 
о Чо + о L =L, 1A) 
D: rd RE 8 
AA k SP ЖЕ 
g "$ fg" 90 
número 1 ЖУ WE. cr. [NR кол 
трна 
іар ОУ ide nd y C" q. ac) 
logo 
j- v CI 
E 2 3 6 
Ade RS Л 
| 1 o 3.2 
7) 2s à 
D=|-4 -2 -2 
9X9 -Д 
Solução 
CEN Me TE S. 
| AR odorato 
| 2: sas oa 
A 


3 1 
ECT en MN 
-4 2 -2|0 1 0|—L-L*Lh(À 
2 - 1[|0 0 1|— LEL +L) 
3: ce ой 
з eee vas ° à 
өү {Уа 
o з 0|-1 0 1 
CRM [6 3 
0$ 5170 9?|—n-nnCD 


1 
E DEC dE 0 
1 
o 1 del жк 
Ju o je: Оа E 


Tendo em vista que a matriz D não pode ser transformada na matriz I, ela não tem inversa, 
isto é, D é matriz singular e seu determinante é igual a zero. De fato, desenvolvendo o determi- 
nante de D pela 12 linha e observando a alternância dos sinais que precedem os produtos, vem: 


[ж % 
detD=|-4 -2 -2|=+2x 


2^1 


det D=2(-2- 
det D =2 x (-1 
det D=-24+( 


Nos problemas 
inversíveis, resolver a 


8) ABX=C 


Solução 
3) Prémultipli 


ACABX 


A" ASI 


logo: 


IB-B 
portanto: 

BX-A'C 

b) Pré-multipli 

B-!BX-B^'/ 


B^B-I 


Matrizes. Determinantes. Sistema de equações lineares 495 


det D=2(-2 - 10) -3(4+4)+1(20+4) 


det D=2 x (-12)-3 x 0+1 x 24 
detD=-24+0+24=0. 


Nos problemas de 8 a 10, supondo as matrizes A, B e C quadradas, de mesma ordem e 
inversíveis, resolver as equações matriciais nas quais X é a variável. 


8 ABX=C 


Solução 


a) Pré-multiplicando ambos os membros da equação por A-!, vem: 


AAB X= 
mas: 
| 
1 logo 
IBX-A^C 
| 
e 
IB-B 
> tem inversa, portanto: 
do o determi- 
rodutos, vem: BX=AC 


b) Pré-multiplicando ambos os membros por B~", vem: 


B-'BX =B% AC 


В-'В=1 
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IX-B-^'A''C e 
IX=X AUIDISA 
Хе ВАС logo: 
IXT = A" 
9) caxT=c 
XT =xT 
Solução ХЇ = A 
a) Pré-multiplicando ambos os membros da equação por C^, vem: Х=(А- 
C"!CAXT = cc 
mas: 10) AX'C- A) 
és] Solução 
logo: а) Pré-mult 
АЛАХ? С: 
ТАХТ = АХ?С 
таз: 
e 
At As] 
ТА=А TE 
portanto: IX?C = IXB 
AXT=1 pres: 
1X? =x? 
b) Pré-multiplicando ambos os membros por A^' , vem: 
e: 
A^! AXT = A7! T 
ІХ-Х 
mas: portanto: 


AU ASI X'C = XBC 
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Ksa’ 


IxT=xT 
xt А“! 


x=(a0yr 


10) AX'C- AXBC 


Solução 


a) Pré-multiplicando ambos os membros da equação por A-!, vem: 


A^! АХС = A7! AXBC 


mas: 

A"'A=I 
logo: 

Dec - IXBC 
mas: 

1X? =x? 
e 

IX=X 
portanto: 


X'C = ХВС 


498 Álgebra linear 


ou: 
XXC - XBC 
b) Pré-multiplicando ambos os membros da equação por X^, vem: 
X!XXC=X-!xBC 
X'"X-I 
IXC-IBC 4 
X=x 
IB-B 
XC- BC 6) 
c) Pós-multiplicando ambos os membros da equação por C^!, vem: 
XCC^! = Bcc?! 
cc-!=1 
8) 
XI- Bl 
XI=X 
BI=B 


10) 
X=B. 


A.37.1 Problemas Propostos 


Nos problemas de 1 a 3, transformar na matriz unidade as matrizes dadas. 
12) 
1) S5 5 
A 


B 0 
3 
Nos prol 
[5 

A 
1 
1 
2 
ec 
4 
E =|-2 
2 
ES 
G=|-1! 
1 
a 

J= 
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2) -3 4 -5 3) [ 1:09 “0 20: 
= 2 4 и $9 

c- 
3 -5 4 e 3 0 


Nos problemas de 4 a 20, calcular a matriz inversa de cada uma das matrizes dadas. 


4) з $ 5 


Algebra linear 


não tenha inversa. 


Nos problem: 
inversíveis, resolver 


22) ADX=ABC 
23) DXT=DC 


24) ABCX'D* 


25) D^'XD-AC 


26) CX*2B-3B 


А.37.2 Respostasc 


123. Roteiro:Esses 
vamente, do it 


4) 2 
a'e 
1 
5) м 
E 
B^ =| -2 
1 
6) 1 
E 
с-' = 
1 
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Nos problemas de 22 a 26, supondo as matrizes A, B, C e D quadradas, de mesma ordem e 
inversiveis, resolver as equações matriciais nas quais X é a variável. 


22) ADX=ABC 


23) DXT=DC 


24) ABCX?D? = ABCXD 


25) D^'XD-AC 


26) CX+2B=3B 


A372 Respostas ou Roteiros para os Problemas Propostos 


1a 3. Roteiro:Esses problemas se resolvem de forma análoga à dos problemas 1, 2 e 3, respecti- 
vamente, do item A.37. 
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502 


7 


8) 


9 


10) 


11) Eno tem inversa, 
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13) 6 4 -H 
| Lie|s 3 s 
-8 -5 14 
14) PNE О] 
| м=|1 1 о 
| 0 1 «l 
f L J 
| 
| 19 S -10 -8 
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19 lo 0 + 
° Lo 

1 
4 o o 


20 |-1 -2 -4 2 


pois a matriz cujo determinante é nulo não tem inversa, 


22) X=D""BC 
23) x=cT 
24 X=D"* 


25) X-DACD"' 


26) X-C'B 


SIS 


A.38 EQUACA 


Equação linear é um 
ар tax, + 


na qual ху, Xz, Xs, 
variáveis, e b é o term 
A.38.1 SOLUÇÃO | 

Os valores das 
satisfazem à equação 
linear, 


A.39 SISTEMAS 


A um conjunto. 


ап х + ag х; 
an X) + az x; 
аз X) + an х; 


Ami Xi $ amaX2 


А.40 SOLUÇÃO| 


Os valores das ` 
linear em identidade, | 
solução. Esses valores sá 


l 
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SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES 


A.38 EQUAÇÃO LINEAR 


Equação linear é uma equação da forma: 


ax tax taxa +... +a =b 


na qual xi, ху, Xs, s X, SÃO аз variáveis; dy, a3, аз, 0 
e b £o termo independente. 


in SO OS respectivos coeficientes das 


A.38.1 SOLUÇÃO DE UMA EQUAÇÃO LINEAR 

Os valores das variáveis que transformam uma equação linear em identidade, isto é, que 
satisfazem à equação, constituem sua solução. Esses valores são denominados ratzes da equação 
linear. 
A.39 SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES 


A um conjunto de equações lineares se dá o nome de sistema de equações lineares: 


ап Xi Жаш tan Xs +... $ dg Xs 
ап Xi + az Xa + as Xs +... + am Xn 
ам Хі $ am Xa + as Xa +... tam Xn =bs 


аах $ алах + адуху +... + amnXn =bm 


A40 SOLUÇÃO DE UM SISTEMA LINEAR 


Os valores das variáveis que transformam simultaneamente as equações de um sistema 
linear em identidade, isto é, que satisfazem a todas as equações do sistema, constituem sua 
solução. Esses valores são denominados raízes do sistema de equações lineares. 
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A.41 SISTEMA COMPATIVEL 

Diz-se que um sistema de equações lineares é compatível quando admite solução, isto é, 
quando tem raízes. 
A.41.1 Sistema Determinado 


Um sistema compatível é determinado quando admite uma única solução. 


Exemplo 

O sistema 
2x+3y=18 
3x+4y=25 


€ compatível e determinado, pois tem como raízes unicamente 


А.41.2 Sistema Indeterminado 


Um sistema compatível é indeterminado quando admite mais de uma solução (na verdade, 
admite infinitas soluções). 


Exemplo 


O sistema 


4x+2y= 100 


8x+4y=200 


é compatível e in 


A413 Siste 


Dizse que 


Exemplo 

O sistema 
3x+9y=12 
3x+9y=15 

€ incompatível, pe 

para mesmos valor 

А.42 SISTEM 
Dizse que d 

solução. 

Exemplo 

Os sistemas 
3x+6y =42 


2x - dy=12 
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dmite solução, isto é, 


do. 


ma solução (na verdade, 


é compatível e indeterminado, pois admite infinitas soluções: 


уо 2| «| e| ао 


ККЕ o De pare 
as [2 [23 |22 |а [0 [i9 fas | 17 [s] 


A.41.3 Sistema Incompatível 


Diz-se que um sistema de equações lineares é /ncompatrvel quando não admite solução 


Exemplo 

O sistema 
3x+9y=12 
3x +9y=15 


é incompatível, pois a expressão 3x +9y não pode ser simultaneamente igual a 12 e igual a 15 


para mesmos valores de x e y. 


A42 SISTEMAS EQUIVALENTES 


Dizse que dois sistemas de equações lineares são equivalentes quando admitem a mesma 


solução. 


Exemplo 


Os sistemas. 
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A43 OPERAÇÕES ELEMENTARES E SISTEMAS EQUIVALENTES 


Um sistema de equações lineares se transforma num sistema equivalente quando se efetuam 
as seguintes operações elementares: 


1— Permutação de duas equações. 
1I — Multiplicação de uma equação por um número real diferente de zero. 


II — Substituição de uma equação por sua soma com outra equação previamente multi- 
plicada por um número real diferente de zero. 


A43.1 Observações 


3) Quando se desejar permutar, por exemplo, a 2% equação pela 32 de um sistema de 
equações lineares, se escreverá assim: 
2x+4y - 62=10 
Ax*2y 22716 — Ly 
2x*8y - 42=24 


2x*4y - 62-10 
2x +Ву - 42224 


4x+2y 22716 


b) Quando se | 


2x+4y - 6 
2x+8y - 4 
4x*2y +2 


1х+2у - 3: 
2x+8y - 4 
4х+2у +2: 


©) Quando se . 
equação, previamente 


1х +2у - 32 
2x+8y - 42 
4x+2y +22 


1x+2y - 3z 
Ox dy + 22 
4x+2y +22 


O sinal = dae 
gado, entretanto, para 
о sistema, ou melhor, c 


d) O leitor pode 
observações a), b) e c) s 
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ndo se efetuam 


viamente multi- 


um sistema de 


| 


b) Quando se desejar multiplicar a 12 equação, por exemplo, por i se escreverá assim: 


окъу - 62=10 — LD) 
2x 8y - 42=24 
4x+2y +22=16 


Ix*2y - 32= 5 
2x+8y - 41-24 


4x+2y +22=16 


c) Quando se desejar substituir а 28 equação, por exemplo, pela soma dela com a 12 
equação, previamente multiplicada por -2, se escreverá assim: 


lx+2y -32= 5 
2x+8y -42=24 — L, = L; +L,(-2) 
4x+2y +2z=16 


Ix+2y -3z= 5 


Ox+4y +2z=14 


4х+2у +2z=16 


O sinal = da expressão L, =1 + L. (-2) não tem o significado convencional: é empre- 
icar que a expressão Lz + L, (-2), utilizada em lugar de Lo, não altera 


gado, entretanto, para in 
o sistema, ou melhor, o transforma num sistema equivalente 


d) O leitor poderá verificar, a título de exercício, que todos os sistemas constantes das 
observações a), b) e c) são equivalentes, isto é, têm a mesma solução: 
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A.44 SISTEMA LINEAR HOMOGÊNEO 


Quando num sistema de equações lineares os termos independentes são todos nulos, o 
sistema é chamado homogéneo. 


Exemplo 


2x - Sy - 32= 0 
7х - 2y +42= 0 
3x + 8y ~ S22 0 
9x + Зу - 8z= 0 


Todo sistema linear homogêneo tem pelo menos uma solução; essa solução, denominada 
solução trivial, é, qualquer que seja o sistema, x, = O, x; representando as variáveis e 
1=1,2,3,...m, 


A45 ESTUDO E SOLUÇÃO DOS SISTEMAS DE EQUAÇÕES LINEARES 


Por razões de ordem didática, o estudo e a solução dos sistemas de equações lineares será 
feito separadamente, nos trés casos em que podem se apresentar: 


19) Sistema de n equações lineares com igual número de variáveis. 
20) Sistema de m equações lineares com п variáveis (para m sn). 


39) Sistema de equações lineares homogéneo (para m =n ou m = n). 


A.45.1 Sistema de N Equações Lineares Com N Variáveis 


Para resolver um sistema de n equações lineares com n variáveis, serão apresentados 
dois métodos: o método de Gauss-Jordan e o método da matriz inversa. Ao mesmo tempo se 
informará em que casos é mais conveniente utilizar um ou outro método. 


А.45.1.1. Mét 


Considere; 
em sistemas equi 


2x4 4 
5x - 15 


O sistema i 


1x=5 
1y=3 


Calculadas a 


são todos nulos, o 


solução, denominada 
ando as variáveis e 


LINEARES 


-quagóes lineares será 


s, Serão apresentados 
Ao mesmo tempo se 
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A.45.1.1. Método de Gauss-Jordan 


Consideremos, inicialmente, o seguinte sistema de equações lineares e sua transformação 
em sistemas equivalentes até obter a solução do sistema: 


| ysn — LO) 


5x - 15y=-20— L = L, +14(-5) 


Ix+2y= 11 — L =L, + L(2) 


p - 25y= -75 — nm 


O sistema inicial ficou transformado no sistema equivalente: 


1х=5 
1у=3 


isto é: 


Calculadas as raízes do sistema, foi encontrada sua solução. 
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O leitor atento terá verificado que: 


a) a matriz dos coeficientes das variáveis foi transformada, por meio de operações adequa- 
das na matriz unidade; ao mesmo tempo, submetida às mesmas operações, a matriz-coluna dos 
termos independentes foi transformada nas raízes das equações, isto é, na solução do sistema; 


b)as variáveis x e y, durante as operações realizadas, praticamente não participaram do 
processo, a não ser por sua presença ao lado dos coeficientes. 


Diante dessas duas constatações, é fácil explicar e entender o método de Gauss-Jordan, que, 
por sua vez, é muito simples: 


1) coloca-se ao lado da matriz dos coeficientes das variáveis, separada por um traço vertical, 
a matriz-coluna dos termos independentes: 


" 
ES 


2 


Essa matriz, associada ao sistema dado de equações lineares, é chamada de matriz ampliada 
do sistema. Cada linha dessa matriz € uma representação abreviada da equação correspondente 
no sistema. O trago vertical é dispensável, mas € colocado para facilitar a visualização da matriz 
dos coeficientes das variáveis e da matriz-coluna dos termos independentes; 


2) transforma-se, por meio de operações adequadas, a matriz dos coeficientes das variáveis 
na matriz-unidade, aplicando-se, simultaneamente, à matriz-coluna, colocada ao lado da matriz 
dos coeficientes das variáveis, as mesmas operações; 


3) transformada a matriz dos coeficientes das variáveis na matriz-unidade, a matriz dos 
termos independentes ficará transformada, ao final, na solução do sistema. 


Exemplo 
Resolver o sistema 


2x, Da 3x 28 


4x, + Da 62x = 4 


2x, 5x, + 3x3 =-12 
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Solução 
je operações adequa- r Я 
, a matriz-coluna dos AE 8| — (2) 
à solução do sistema; K AE 4 


° não participaram do L 


de Gauss-Jordan, que, 1 i + 4 
4 ^ 2 4 | — n-L*L(-4 
| por um traço vertical, E 7503.202 
A 
H 2 2 4 
0 0 -4 -12 
2 5 3|-2|— L-L*LC2 


ada de matriz ampliada L Jd 
quação correspondente pa 
visualização da matriz 


eficientes das variáveis. — La 
ada ao lado da matriz o 


o 
a o nj- 
A 


unidade, a matriz dos 1 


ы 
ES 


PRAA 
A nd 
EE 
у 
NE 
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А.45.1.2 Métoc 


Seja o siste 


анху + 
анх + 


анх + 


1 0o 4| 2|—u=u+uc5 
0 


amy + 


fazendo 


au 


De acordo com o que ficou explicado, o sistema inicial de equações lineares se transformou 
no sistema equivalente: 


Ix, +0xz 40x, 72 


Ox, +1х, +0ху = 


Ox, 0x, + 1x3 73 


Estes valores das variáveis são as raízes do sistema e, portanto, sua solução. 
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A.45,1.2 Método da Matriz Inversa 
Seja o sistema de n equações lineares com n variáveis: 
AnXi tanxs #азХз +... аха bi 


aaa Жаш Жазу +... Жаца Da 


ашха tamxa Жазахз +... + asnXn = bs 


ашха Жапа +араха +... ашха 


fazendo 

ап an аз e dm X bi 

ап аш an am x ba 

transformou ан аш аз 2 dan x, ъз 
A= ; 


äm аш ап; ~ Ann Xn bn 


o sistema pode ser escrito sob a forma matricial 


ап an аз. аш x bi 
ап ап аз o. azn Xa bi 
an аз аз n ама | X |x| = [bs 
an am 8m аа х. bn 
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ou, utilizando a notação abreviada, vem: 
AX=B 


Admitindo a existência da matriz A”! e pré-multiplicando ambos os membros da igualdade 
por A^! vem: 


АТ АХ= AB 
mas: 


A'A=I, 


X=A!'B (А.45.1.2) 


А solução do sistema é bastante simples: basta multiplicar a matriz inversa A! da matriz А 
dos coeficientes das variáveis pela matriz-coluna B dos termos independentes. 


A.45.1.3 Observações 


a) É conveniente empregar o método de Gauss-Jordan para resolver sistemas de n equações 
lineares com n variáveis nos dois seguintes casos: 


19) quando se tem para resolver um único sistema; 
20) quando se tem para resolver um conjunto de sistemas de n equações (e igual número de 


variáveis), tais que as matrizes dos coeficientes das variáveis de cada sistema sejam diferentes umas 
das outras, 


O métod 
casos, em espec 


b) O mét 
veis na matriz 
matriz A em 
empregar o mé 
todos com n e 
variáveis de cac 
caso, basta cal 
(44512), зеп 


Exemplo 


Resolver os segu 


эх +1) 
EET 
5х Xx 
1) Parab; = 
2) Prab = 
3) Parab, =3 
Solução 
Fazendo: 
лл 
laa 
3 


s da igualdade 


(А.45.1.2) 


da matriz A 


nas de n equações 


(e igual número de 
im diferentes umas 


um 
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O método de Gauss-Jordan é, com certeza, muito prático para resolver qualquer um dos dois 
casos, em especial quando o número n de equações for relativamente grande 


b) O método de Gauss-Jordan exige que se transforme a matriz A dos coeficientes das variá- 
veis na matriz unidade, enquanto o método da matriz inversa exige que se transforme a referida 
matriz A em sua inversa A^', o que, sem dúvida, é mais trabalhoso. Por isso é conveniente 
empregar o método da matriz inversa no caso em que se tem para resolver conjuntos de sistemas, 
todos com n equações (e igual número de variáveis), tais que as matrizes dos coeficientes das 
variáveis de cada sistema sejam todas iguais, variando somente os termos independentes. Nesse 
caso, basta calcular somente a inversa de uma única matriz, com а qual, por meio da 


(A.45.1.2), se resolyerão todos os sistemas. 


Exemplo 
Resolver os seguintes sistemas de equações lineares: 
2x, + Ds +7х = by 


Du 35 2x = ba 


бху + 3x3 +4ху = bs 


1) Parab; = ba 


2) Parab; 


3) Рша, 


Solução 
Fazendo: 
217 E s | | 16 vi | | 25 sl [5 
^"|i 3 2 (х= x 8 =| da |=|-5 |; B2=| da |=| -11|; B=] ba|=| 5 
534 ë v| |u ds | |-5 ds] |-s 
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os trés sistemas se transformam em: 


1) AX=B 
2) AX-B 
3) AX=B, 


e a solução deles é dada pela fórmula (A.45.1.2): 


1) X-A'B 
2) X-A"B 
3) X-A"B, 


mas a inversa da matriz A, como foi visto no Exemplo 2 do item A.36, 6: 


por conseguinte: 


1) 6 17 19 16 $ - 


2) 


3) 6 


e) Conjuntos 
exemplo, no Quad 
mente desenvolvid 
equações lineares (i 
das variáveis, muda 
sistemas (que impli 
cada setor em que 
indiretas para as uti 
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9 - & Eu 2 25 2 х 
x|-£ É ¿alq > 
SR MIES 
isto é: 
x2 
x =-7 
э [4 2 sl Pa] [8] Ts 
x=|- & ES E x| 5|=|2 |=|x 
4 é] EALES 
isto é: 


©) Conjuntos de sistemas desse último tipo se encontram em Macroeconomia, como, por 
exemplo, no Quadro de Insumo-Produto de Leontieff — Fluxo de Bens de Serviços. Países alta- 
mente desenvolvidos obtém, desse quadro, conjuntos de sistemas de dezenas ou centenas de 
equações lineares (e igual número de variáveis), cada sistema com a mesma matriz dos coeficientes 
das variáveis, mudando somente as matrizes-coluna dos termos independentes. A solução desses 
sistemas (que implica a inversão de uma única matriz) permite calcular a produção que deve ter 
cada setor em que a Economia Nacional foi dividida, a fim de atender às exigências diretas e 
indiretas para as utilizações intermediárias (setor produtivo) e final. 
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A inversão de uma dessas matrizes só foi possível com o advento dos computadores, 


d) A solução de um sistema de n equações lineares com n variáveis, quer pelo método de 
Gauss-Jordan, quer pelo método da matriz inversa, exige que a matriz dos coeficientes das variáveis 
possa ser transformada na matriz-unidade (o que implica a possibilidade da inversão dessa matriz). 
Nesse caso, como se viu, o sistema é compatível e determinado. Entretanto, podem ocorrer casos 
em que a matriz dos coeficientes das variáveis não possa ser transformada na matriz-unidade. 
Esses casos serão examinados no item A.45.2.4 (observação b) sob outro ponto de vista 


A.45.2 Sistema de M Equações Lineares com N Variáveis (para M # N) 


O método para resolver um sistema de m equações lineares com n variáveis € semelhante 
ao método de Gauss-Jordan, visto em A 45.1.1, com a diferença de que a matriz dos coeficientes 
das variáveis não pode ser transformada na matriz-unidade, porque ela é uma matriz retangular. 
Entretanto, o procedimento inicial é o mesmo: transforma-se no número 1, por meio de operações 
adequadas, cada elemento aj, no qual i=j, e em zeros os demais elementos das colunas em que 
se situam esses a. Depois, feitas algumas considerações, se encontrará a solução do sistema. A 
seguir serão dados trés exemplos dos casos que podem ocorrer e que facilitarão a compreensão 
do método. 


Exemplos 


1) Resolver o sistema de 3 equações com 2 variáveis: 


эх, + dx 
5x -2m = 4 
10x, - 4x = 

Solução 
2 4 16) — n) 
s 2 4 
10 -4 3 


equivalente ao sist 
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ito dos computadores. m 


12 8 
s, quer pelo método de ec à L =L *+L,G5) 
peficientes das variáveis 
inversão dessa matriz). 10 -4 3 
ал ocorrer casos = 
ada na matriz-unidade. 12 8 
nto de vista. 

o -12 -36 

10 -4 3 | — L =L, +L,(-10) 
IM» N) E 

1 8 
variáveis é semelhante 
matriz dos coeficientes o- 29: 
uma matriz retangular. 0 -24 -17 
, por meio de operações E E 
tos das colunas em que 1 ГОРЕ) 
solução do sistema, А 
ilitarão a compreensão „А. 3 

0-4 =” 
| ju 2 

| 0 1d 3 

0 -24 -7 | — L= L, + L04) 

1 0 

oa 3 

0 
80 d 


| Essa matriz corresponde ao sistema 


Ix tx, = 


Ox, + bx 


| Ox, +0x, =-5 


equivalente ao sistema dado. 
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Ora, como não existem valores de x, e x, que satisfazem a 33 equação (0х, + Ox, =-5), r 
о sistema é incompatível. po 
0 -12 
2) Resolver o sistema de 4 equações com 2 variáveis: ET 
2x, + 4x, 716 o -13 
54-2424 
Эх t Da = 9 ee 
4x, - 5x =-7 
o 1 
Solução 9 5 
js = 1 o 3 
E. DA 16 | — u L 
s 2 4 
зд 9 1 o 
ES -5 -7 zl 0 1 
E E: 
1 2 8 dies 
& e 4| — L-L*LCcs) pu 
8:4 9 
4 5 -7 r 
5 d Low 
k, AR 8 9- I 
o -12 -36 die o: 
5. i 9 o -13 
[4 5 7) —L=L,+L(3) 
Lo 2 8 © 26 
o -12 -36 # 4 
o -5 -15 о o 
4 5 q — Lo =L *L(4) ec i 
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(0x, + 0x, =-5), id a a 
o - -36 
0 5 -15 
0 -13 -39 
Г в | 
Do cd 3 
0 5 -15 
o әз -39 
TM 2 
ó al 3 
o 5 -15 | — L =L +La(5) 
0 әз -39 
[1 0 š; 
Qt 3 
о о o 
0 з] -39 — La 2L * L3) 
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Essa matriz corresponde ao sistema 


lx, +0x, =2 
Ox * Ix, 23 
Ox, +0x, =0 
Ox, +0x, =0 


equivalente ao sistema dado. 


A 38 е 42 equações não estabelecem nenhuma condição para x, e xj; elas são satisfeitas 
para quaisquer valores de x e xz. Portanto, a solução do sistema será dada pelas duas primeiras 
equações: 


1x+0x, =2 

Ox, 1x, 73 
isto é: 

x=2 

x, =3. 


Nota: A última matriz, equivalente à primeira, representante do sistema inicial, poderia ser 
obtida mais rapidamente e com menos trabalho se, uma vez obtido o número 1 de uma coluna, as 
Operações para obter cada zero dessa coluna não fossem indicadas uma de cada vez, mas sim todas 
de uma só vez, como, aliás, já foi feito em problemas sobre determinantes e sobre inversão de 
matrizes. Assim: 


g ud 16 | — 10) 
$£ +1 4 
З c 9 
4-5 x 


1 4 
5 - 
0: 
4 -5 
1 2 
0 -12 
0 
0 эз 
1 2 
ИТ 
0 -s 
o эз 
1 o0 
0r à 
о o 
о о 
3) Resolver 
2x - d 
4x, = 14 
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1 2 8 
*' 4 => ALS 
зї 9 | — 1а=+1.69) 
[+ 5] | инсо 
LU 8 
1 
o 2) - | — uch 
o aj 3 
o 13) < 
аз são satisfeitas r 4 mE 
as duas primeiras T3 $ Ly “Li 1502) 
i d 3 
0 -s| 15 | — L =L +5) 
o 43| -3| — u= +L) 
1 o0 2 
AES: 3 
о о o 
0 o o 
cial, poderia ser 
de uma coluna, as 3) Resolver o sistema de 2 equações com 4 variáveis: 
ez, mas sim todas 
sobre inversão de 2x1 - Sx + 24ка + 18ка 84 


аху = ldx, + 52x3 + 42x, = 190 
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4 -14 52 42 190 | — L =L, *L C4 


2| — ud) 


4| —L,=L, +L,(4) 


0 UD 2-9 n 
1 0 26 21 86 
6:3 3 š š п 


Essa matriz corresponde ao sistema 


Xi 286 - 20x, -21x4 


X =11 - 2x3 - 3x. 


isto é, o sistema é compatível e indeterminado, pois admite infinitas soluções, Os valores de x, e 
X, se obtém atribuindo valores arbitrários а xs e x: 


mE 3| 1| 0| 5| 2| ж 


xx [1] š] 6) *| 8| 4 


calculados | xı | 5| 24 | 86 | -77 | -59 | -78 


A.45.2.1 Características de uma Matriz 


Quando se dispõe de uma matriz ampliada de um sistema de n equações lineares com n 
variáveis e se utiliza o método exposto no item anterior para a solução do sistema, isto é, quando 
se transforma no número 1, por meio de operações adequadas, cada elemento aj, para i=j 
(ац, ax, ..), e em zeros os demais elementos das colunas em que se situam esses elementos 
aij, dizse que a matriz inicial foi transformada numa matriz em forma de escada. A matriz 
ampliada do sistema será designada por A e a matriz em forma de escada por B. 


Nos três exe 
escada: 
a) No exem; 
1 0 
B=| 0 1 
0 0 
A denomina, 
lem cada coluna: 
Е 0 
0 1 
0 0 


b) No exemplo 2: 


с) No exemplo 3: 


A matriz B, 
coeficientes das vari 
о exemplo 1: 


es. Os valores de x; е 


uações lineares com n 
sistema, isto é, quando 
lemento aj, para i 
ituam esses elementos 
га de escada. A matriz 
or B. 
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Nos trés exemplos dados no item anterior, obtiveram-se as seguintes matrizes em forma de 
escada: 


a) No exemplo 1 


A denominação matriz em forma de escada se deve ao modo como está disposto o número 
1 em cada coluna: 


1 0 2 
o 3 
@ “0 -5 


b) No exemplo 2: 


1 o 
0 1 3 
B= 
br 0 o 
0 q o 


0) No exemplo 3: 


A matriz B, equivalente à matriz A, contém, à esquerda do trago vertical, a matriz V dos 
coeficientes das variáveis. São, portanto, 3 matrizes a considerar. Assim, usando como referência 
о exemplo 1 
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1) Matriz Ampliada H) Matriz B em forma Ш) Matriz V dos coeficientes 
do sistema (matriz A) de escada das variáveis 
* аф L. 5D 2 1 o 
5 -2| 4 B= 1 3 v o 1 
10 -4| 3 о 0]|-s o o 


Examinando as matrizes B е V, verifica-se que: 
a) amatriz B tem 3 linhas com elementos não todos nulos; 


b) a matriz V (contida em B) tem 2 linhas com elementos não todos nulos. 


Chama-se caracteristica de A (da matriz ampliada do sistema), e se representa por Ca, ao 
número de linhas com elementos não todos nulos de B (matriz em forma de escada equivalente 
a A). 


No exemplo 1, Ca = 3 porque a matriz B tem 3 linhas com elementos não todos nulos. 


Chama-se característica de У (da matriz dos coeficientes das variáveis contida em B), e se 
representa por Cv, ao número de linhas com elementos não todos nulos de V. 


No exemplo 1, Cv =2 porque a matriz V tem 2 linhas com elementos não todos nulos. 


Como se vé, nesse exemplo | B representa um sistema de 3 equações (m = 3) com 2 
variáveis (п = 2) e Ca > Cv. Nesse caso, o sistema é incompatível: a última linha de B representa 
a equação linear Ox, + Ox; = -5 que não é satisfeita para nenhum valor de x, ede xj. 


No exemplo 2, teme: 


o 
1 
o 
0 


coro 
ооо» 
ooo- 


1 
| zi 
0 


Nesse exemplo B representa um sistema de 4 equações (m = 4) com 2 variáveis (n = 2) e 
Ca=Cy=2 porque tanto a matriz B сото a matriz У têm 2 linhas com elementos não todos 
nulos. Nesse caso, o sistema é compatível e as duas primeiras linhas de B informam que x; =2 
em=3 


No exemplo 3, 


-[ 


Nesse exemplo 
Ca = Cv - 2. Osiste 
enquanto que a segu 
atribuindo valores ar 


Observações 


a) Quando Ca 


b) As definiçõe 


De fato: 


Em virtude de 
contidas em mesmas 
Ca - Cv. 

Por outro lado, 
podem, eventualment 
nulos, o que implica p 


A.45.2.2  Caracter 


Neste item se 
compatível, Examiner 


19) A caracteri 
rística C seja maior qu 
do seguinte tipo, por. 


У dos coeficientes 
iáveis 


os. 


presenta por Ca, ao 
de escada equivalente 


ntos não todos nulos. 


is contida em B), e se 
v. 
entos não todos nulos. 


ções (m = 3) com 2 
linha de B representa 
x, ede xz. 


oo-o 


n 2 variáveis (n = 2) e 
n elementos não todos 
informam que x 72 
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No exemplo 3, tem-se: 


в- 1 0 20 u | 86]. ya fio 20 21 
ме ЖОЕ AO INC AE 

Nesse exemplo B representa um sistema de 2 equações (т = 2) com 4 variáveis (n = 4) e 

Са = Су O sistema é compatível: a primeira linha de B informa que x, =86- 20 x3 - 21 x4 


enquanto que a segunda linha informa ser x, = 11 — 2 ху - 3 ха; os valores de x, ex; se obtêm 
atribuindo valores arbitrários a xa e xa 


Observações 


a) Quando Са = Cv se dirá que a característica de B (matriz em forma de escada) é C: 


Ca=Cy=C 
b) As definições permitem concluir que: 


са>су 
De fato: 
Em virtude de V estar contida em B, as linhas de V com elementos não todos nulos estão 


contidas em mesmas linhas de B com elementos não todos nulos, o que implica ser, no mínimo, 
Са= Су. 


Por outro lado, em virtude de B conter V, as linhas de В com elementos não todos nulos 
podem, eventualmente, ser em maior número do que as linhas de V com elementos não todos 
nulos, o que implica poder ser Ca > Cv. (Os exemplos 1, 2 e 3 são bastante esclarecedores.) 


A45.22 Característica е Número de Variáveis 
Neste item se tratará somente do caso em que Ca = Cv = C, isto é, em que o sistema é 
compatível. Examinemos as seguintes considerações: 


19) A característica C não pode ser maior que o número de variáveis. Para que a caracte- 
rística C seja maior que o número de variáveis, se deverá ter uma matriz reduzida à forma de escada 
do seguinte tipo, por exemplo: 
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sendo r um número real. Nesse caso, a característica C seria 3, e o número de variáveis n seria 2 
Entretanto, a matriz dada não é uma matriz reduzida à forma de escada; o número 4 que aparece 
ma 3% linha pode ser transformado em zero por adequada operação, enquanto o número r 
também deverá ser transformado em zero pela mesma operação (se r fosse transformado num 
número diferente de zero, se estaria fora da hipótese, pois que, no caso, Ca seria maior que Cv, e 
a hipótese em que se está trabalhando é que o sistema é compatível, isto é, que Ca = Cv = C). 


Assim, na verdade, a matriz antes citada é: 


1.0 4 
о 1 9 
0 о 0 


ea característica C = 2 é igual ao número de variáveis n 


29) Quando a característica C é igual ao número de variáveis, o sistema é compatível e 
determinado. É o que acontece com o exemplo 2 citado anteriormente. A matriz reduzida à 
forma de escada 


1 0 2 
0 1 3 
0 0 0 
Di 20) 0 


representa um sistema que tem 


m=4 
n=2 
C=n=2 


e a solução, como já foi visto, é: 


39) Qua 
€ indetermina 
forma de escac 


representa um 


sendo os valore 


A4523 Gra 


Chama-se 
já tantas vezes c 


g=n-C 


áveis n seria 2 
4 que aparece 
O número r 
sformado num 
naior que Cv, e 
cO 
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30) Quando a característica C é menor que o número de variáveis, o sistema é compatível 
e indeterminado. É o que acontece com o exemplo 3 citado anteriormente, A matriz reduzida à 
forma de escada 


representa um sistema que tem 
m=2 


n=4 


C<n 


e a solução, como já foi visto, é: 
Xi =86 - 20x; - 21x, 


x =11- 2x, - 3x. 


sendo os valores de x, e x; obtidos atribuindo-se valores arbitráriosa ху e ха. 


А.45.2.3 Grau de Liberdade de um Sistema 


Chamase grau de liberdade de um sistema de equações lineares à diferença g = n - C. No 
Já tantas vezes citado exemplo 2, o grau de liberdade do sistema é: 
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O significado de grau de liberdade de um sistema de equações lineares, o leitor certamente 
Já percebeu: informa o número de variáveis às quais devem ser atribuídos valores arbitrários para 
calcular cada uma das variáveis restantes. 
А4524 Observações 
a) O que foi dito e explicado nos trés itens anteriores pode ser assim resumido: 

1) A característica Ca de uma matriz ampliada A, que representa um sistema de m 
equações lineares com n variáveis, não pode ser menor que a característica Cv da matriz V dos 
coeficientes das variáveis contidas na matriz B reduzida à forma de escada. 


2) Quando Ca é maior do que Cv, o sistema é incompatível. 


3) Quando C. 
forma de escada, 


Cv=C, C recebe a dénominação de característica da matriz reduzida à 


4) C não pode ser maior que п. 
5) Quando C é igual a n, o sistema é compatível e determinado. 


6) Quando С é menor do que n, o sistema é compatível e indeterminado. 


7) Grau de liberdade de um sistema é a diferença g = n- C. 
b) Em A45.1.3 (Observação d), dissemos que, num sistema de n equações com n variáveis, nem 
sempre a matriz dos coeficientes das variáveis poderia ser transformada na matriz unidade 


е Os casos em que isso ocorresse seriam aqui tratados. Dois exemplos esclarecerão o 
problema e indicardo a maneira de obter a solução desses sistemas. 


Exemplos 


1) Resolver o sistema de 2 equações com 2 variáveis: 


3x*9y-12 


3x+9y=15 


Solução 
3 9 
3 9 
1 3 
š 3 
1 3 
0 0 


Tendo em vista q 


2) Resolver o sistema 


4x+2y=100 


8x + dy =200 
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Solução 


Solução 


4x+2y=100 


8x+4y=200 


15 


15] — Lh-L*Lc3) 


Tendo em vista que Са =2 е que Cv = 1, isto é, que Ca > Cv, o sistema é incompatível, 


2) Resolver o sistema de 2 equações com 2 variáveis: 


1 
100] — 1.64) 
200 


25 


200 | — L =L +Li(-8) 


> 
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Tendo em vista que Ca=Cv=C, o sistema é compatível; mas n= 1, isto é, 
Cn, o que significa que о sistema é indeterminado. Por outro lado, g=n-C=2-1=1, 
isto é, o grau de liberdade do sistema é 1. A 12 linha da matriz reduzida à forma de escada, que 
representa a equação 1x+0,5y =25, terá os valores de x calculados ao se atribuir valores 
arbitrários à variável y: 


х= 25 -0,5у 


arbitrários: у | °| 2| 4 


calculados: х | 25 | 24 | 23 | 2 


Esses dois exemplos já foram mencionados em A 41.3 e A.41.2, respectivamente. 


с) Оз sistemas resolvidos, a título de exemplo, de n equações lineares com n variáveis, tanto 
pelo método de GaussJordan, em А.45.1.1, como pelo método da matriz inversa, em 
45.1.2 e A.45.1.3, são sistemas compatíveis e determinados, isto é, são sistemas que têm 


Ca=Cv=C=n 


A45.3 Sistema de Equações Lineares Homogéneo 

Um sistema de equações lineares homogêneo, definido em A.44, pode ter outras soluções, 
denominadas soluções próprias, além da solução trivial. O método para encontrar essas soluções, 
se existirem, é o mesmo método utilizado para resolver um sistema de m equações lineares com 
n variáveis. 


Exemplos 


1) Resolver o sistema linear homogêneo de 2 equações com 3 variáveis: 


3x + 6% -9x3 = 0 


2x, 4x, ~ 6x, =0 


Soluções próprias: 
3 6 
2 4 
1 2 
2 4 
1 2 
о о 


Tendo em visti 
e o grau de liberdac 
de escada, que repr 
se atribuir valores art 


arbitrários: | xa 


xs 


calculados: E 


2) Resolver o siste 


2x, + dx, = 


16% - 8x = 
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Soluções próprias: 
3. 05$ 
2 4 
1 2 
2 4 
1 X 
о o 


Tendo em vista que Ca = Су = Ce que C= 1e 
e o grau de liberdade de sistema é g=n-C=3-1= 
de escada, que representa a equação 1x; 2x, -3x 
se atribuir valores arbitrários às variáveis x, e xs: 


e 


—ud 


o| — L =L tL,(2) 


, isto é, C < n, o sistema é indeterminado, 
- A 18 linha da matriz reduzida à forma 
, terá os valores de x, calculados ao 


хр =0— 2x; 3x; 


2x, +4x,=0 
16x, - 8x, 70 


12x - 2x, 20 


arbitrários: | x; | 1| 2 4|5|[2]|e6]|10| 7|-8 
x | 2| 1 3) 2) 7]5|9]-2]55 
calculados: x | 4 | -1 БЕЛЕ АБЖЕ ДЕЛИ: 


2) Resolver o sistema homogéneo de 3 equações com 2 variáveis 
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Soluções próprias: 
2 4 0] — ty 
UM 
16 -8 0 
n -2 o 
1 2 0 
6 -8 0| — L,=L +L,(-16) 
ф 4 — k - 
2 o] La =1 + Li (12) 
LS o 
о -40 0 
0 -26 0 
1 2 0 — L =L +L,(-2) 
т 0 
o -26 o| —Ln-n*L09 
EET 0 
9, 1 0 
о о 0 


Tendo em vista que Ca=Cv=C=2 e n=2, isto é, C =n, o sistema é determinado, o 
que significa que não tem soluções próprias; a única solução do sistema é a solução trivial: 


xix 70 
3) Resolver o sistema homogéneo de 3 equações com З variáveis 


ix, = 3x2 - 4х3 =0 
lx, - 1x; - 1x4 70 


lx, - 1х, +3x3=0 


Solução trivial 


Xxx 


Soluções própr 


Matrizes. Determinantes. Sistema de equações lineares 537 


| Solução trivial: 


| Soluções próprias: 
| Г m; 
| L з 4 o 
| Tos 1S dud 9| —L-L*LCcD) 
pe rh o» o| — ++) 
1 = ы 0 
o 2 3 o 
0 2 7 o 
TN DS o] —u-u*no 
3 
0 1 T 0 
dE мы 9| — = +62) 
1 po 4 o 
o 1 = o 
stema é determinado, o 2 
solução trivial: А o Е aes © 
Е 0 + o| — 
2 
3 EX io 3 
d : 1 0 L =L +LC2) 
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1 o 0 о 
0 1 0 о 
0 0 1 o 


Tendo em vista que Ca=Cy=C=3 e n=3, isto é, C =n, o sistema é determinado, о 
que significa que não tem soluções próprias; a única solução do sistema é a solução trivial 


x 2x, 7x, 50 
Esse exemplo é o de um sistema homogêneo de n equações lineares com n variáveis, caso 
particular de um sistema de m equações lineares com n variáveis (m = n). Como se viu nesse 


exemplo, o método utilizado é geral, isto é, vale para qualquer sistema de equações lineares com 
qualquer número de variáveis. 


А46 PROBLEMAS RESOLVIDOS 
Antes de iniciar a solução de problemas, vamos esclarecer que: 


I) Para classificar qualquer sistema de equações lineares (m =n, mm, homogéneo ou 
não), será usada sempre a mesma notação e utilizado sempre o mesmo critério. Assim: 


а) A é a matriz ampliada do sistema (contém a matriz dos coeficientes das variáveis e a 
matriz-coluna dos termos independentes, ambas separadas por um traço vertical); 


b) Bé a matriz ampliada reduzida à forma de escad: 


€) Ca é a característica da matriz ampliada (número de linhas com elementos não todos 
nulos de B); 


d) Cy é a característica da matriz V dos coeficientes das variáveis (número de linhas com 
elementos não todos nulos dessa matriz dos coeficientes das variáveis, contida em B); 

e) C (quando Ca = Cv = С, о que nem sempre acontece, pois Ca pode ser maior que Cv) 
é a característica da matriz B reduzida à forma de escada; 


f) mé o número de equações; 


g)néon 
h)géogr 
Por outro | 


i) SeCa> 


j) Seca 


^j) se 
j2) Se 


k) Quando 
sistema, 


Ш) Por raz 
foi feito, separad 
e A453 (men, 
qualquer sistema. 
utilizado o méto 
de escada, Quan 
е determinado, o 
matriz reduzida ; 
matriz-unidade, « 
sistema, 


Ш) Quando 
dos coeficientes d 
será utilizado o m 
coeficientes das va 


problema, 
Nos problem 

1) [2x-3y= 
6x-9y= 
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istema é determinado, o 
solução trivial 


res com n variáveis, caso 
=n). Como se viu nesse 
de equações lineares com 


"homogéneo ou 


8) né o número de variáveis; 
h) g é o grau de liberdade do sistema. 
Por outro lado: 


i) Se Ca > Cv, o sistema é incompatível; 


j) Se Ca = Cv = C, o sistema é compatível. Nesse caso: 


^ jl) Se С =n, o sistema é determinado; 


j2) Se C <n, o sistema é indeterminado; 


k) Quando o sistema é compatível e indeterminado, g =n - C é o grau de liberdade do 
sistema, 


11) Por razões de ordem didática, o estudo da solução de sistemas de equações lineares 
foi feito, separadamente, nos trés casos em que podem se apresentar, nos itens A45.1, A.45.2 
e A45.3 (т=п, msn e homogéneo ou não). Entretanto, daqui por diante, para a solução de 
qualquer sistema de equações lineares, com uma única exceção, que será vista adiante em III, será 
utilizado o método da transformação da matriz ampliada do sistema na matriz reduzida à forma 
de escada. Quando se tiver um sistema de n equações com n variáveis, por exemplo, compatível 
e determinado, o método de GaussJordan passa a ser um caso particular daquele; de fato, na 
matriz reduzida à forma de escada, a matriz dos coeficientes das variáveis é transformada na 
matriz-unidade, e a matrizcoluna dos termos independentes é transformada na solução do 
sistema 


Ш) Quando se tiver que resolver vários sistemas de equações lineares nos quais a matriz 
dos coeficientes das variáveis seja sempre a mesma, variando somente os termos independentes, 
será utilizado o método da matriz inversa; nesse caso, geralmente a matriz inversa da matriz dos 
coeficientes das variáveis é conhecida ou, então, se sabe que ela existe em virtude da natureza do 
problema. 


Nos problemas de 1 a 11, classificar e resolver os sistemas: 
1) 2x-3y= 4 


6x-9y=15 


Solução ur 
2 3 4 | == 1 
ar 
A= 2 
6 -9 15 
1 
3 = 
1 5 2 š 
6 -9 15 | — L-L*LC9 
g 
3 
1 5 2 
B- 
0 0 3 


са>су, 
logo, o sistema é incompatível. 
23 (3x*2y-52-8 


2x - 4у - 227-4 
Ix - 2y - 322-4 


Solução 
3 2 2—8 8| — ut) 
3 

А= |2 - 2 E 

jo —$ r$ -4 
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Examinando a matriz B, verifica-se que: r 
1 
Ca =c 0 
logo, o sistema é compatível e determinado. Bi 
A matriz B representa o sistema 
1x+0y+0z=3 1 
+ly+0z=2 
Ox+ly z 0 
Ох +0у+12=1 
0 
equivalente ao sistema inicial. Desse último sistema, vem: E 
x=3 r 
1 
ad E 
> 0 
3 (2x ay + =- E 
Зх - 2y - 4z= -38 
lx+ 2y + 327-3 Examinar 
Са= Су= 
Solução 
logo, o sistema | 
z 4 $ lue > ud Mas: 
A-|3 -2 E -38 "m 
gs + -3 
isto é: 
a 3| -3 Goo 
X. -4 -38 — L, =L, + L,(-3) portanto, o siste 
t? Q šj эз — L-2L*LCI 


g=n-C= 
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1 2 3 -3 
O + atá) o 595, — Ep 
0 0 0 0 
j. f35 3 E! — Lu -L*LCo2) 
13 29 
0 1 E 
0 0 0 0 
1 41 
: 9 74 “y 
3 29 
0 H 74 Ж 
0 0 0 0 


Examinando a matriz B, verifica-se que: 


logo, o sistema é compatível 


Mas: 


portanto, o sistema é compatível e indeterminado, e seu grau de liberdade é 


g=n-C=3-2=1 
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A matriz B representa o sistema 


1 4 


1x +0у- 


13,. 29 
Oxtly e Des $ 


Ох +0y+0z = 0 
equivalente ao sistema inicial. 


А 38 equação não estabelece nenhuma condição para x, y e z; por isso, a solução do 
sistema é dada pelas 2 primeiras equações 


274 tz 


Os valores de x e y são obtidos atribuindo valores arbitrários a z. Assim, se z=1, por 
exemplo, vem: 


Para outros valores de 2, são obtidas outras soluções para o sistema. 


x+ y- 2=0 


2x-3y+ z=0 


4x - 4y - 2z =0 


Solução trivial 


Soluções própri 
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Soluções próprias: 


1 1 -1 0 
£ lx <s 1 0| — L =L tL(-2) 
4 -4 -2 0 — L; =L; tLi(-4) 
1 1 -l 0 
ооз 3| 0| —Lcp 
о -8 š: 0 
je 3 esi 0 —u-L +L) 
3 
0 1 c o 
0 -8 2 0 — Ls= Ls + L, (8) 
2 
t9 | 9 
3 
o 1 [о 
14 US 
оо ¿| 0 — beti 
2 2 
го So — L =L, +La(5) 
3 3 
0.1 + 0|  —L=L+LG) 
o q 1 o 
[1 0 0 o] 
B=|0 1 o 0 
о о 1 o 
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Examinando a matriz B, verifica-se que: 
Ca=Cv=C=3=n, 
logo, o sistema é compatível e determinado. Tendo em vista que o sistema inicial é homogéneo 


e que é compatível e determinado, não possui soluções próprias, isto é, só admite a solução trivial. 


5) x+ 3z=-8 
2x - 4у=-4 
3x - 2y - 52226 


Esse sistema pode ser escrito assim: 


Ix+0y+32=-8 
2x - 4y +02=-4 


3x - 2y - 52-26 


Solução 
1 o 3 -8 
А=|2 -4 0 -4| —1,=1,+L,62) 
з „2 -5 26 — La =L + Li(-3) 
1 о з -8 
о -4 -6 эс. LCD 
0 -2 -4 50 
1L 60 3 -8 
3 
б ЗА т -3 
0 2 4 50 | — L,=L, +L,() 
Ava 
b. f 
cof) 


Examinan 
Са= Су= 
logo, о sistema é 
1x+0) 
0x+ ly 
ох +0) 
equivalente ao si 
x=4 
y=3 
2=4 


9 x- 2 
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1; cp 3 
3 
0: аа | 3 
inicial é homogêneo бо Ла cui i 
nite a solução trivial - al 
1 0 5 -8 | — Li =L + Ls(-3) 
3 3 
0 1 5) -3| 1+1) 
0 0 1 -4 
Г 7 
1 0 0 4 
B=|0 1 3 
о o 1 -4 


Examinando a matriz B, verifica-se que: 
Ca=Cv=C=3=n 
logo, o sistema é compatível e determinado. A matriz B representa o sistema 


Іх+0у +02=4 
0x+1y+0z 


Ox +0y+lz=-4 


equivalente ao sistema inicial, Desse último sistema, vem 
x=4 
yal 


2=4 


9 x- 2=0 
3x+ y+22=0 


4x + 2y +22=0 
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Esse sistema pode ser escrito assim 
1х + Oy - 12=0 


3x + ly +22=0 
4x + 2y +22=0 


Solução trivial: 
x=y=2=0 
Soluções próprias: 
1 о =] o 
a=f3 í 2 0 
4.32 2 [) 
H 0 “1 0 
NE 5 0 
w- 4 6 o 
Doo a o 
o ^W 5 0 
о о E o 
p x 
1 o0 -1 0 
о т 5 0 
о о 1 0 
t au 0 o 
Bajo 1 o 0 
0 0 1 0 


— L-L*LCc3) 
— LL +Li(-4) 


— Ls = Ls + La(-2) 


— L,=L, +L, 


— L =L, + La(-5) 


logo, o sistema é co 
e que é compatível e 


D | 6+2y+ 


-9x - 3y - ( 


Solução trivial: 


x=y=2=0 


Soluções próprias: 


Examinando a m 


Ca= Су= 
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Examinando a matriz B, verifica-se que: 


Ca-Cv 


logo, o sistema é compativel e determinado. Tendo em vista que o sistema inicial é homogéneo 
© que é compatível e determinado, não possui soluções próprias, isto é, só admite a solução trivial 


7) бх + 2y + 42=0 


-9x - 3y - 62=0 


Solução trivial: 


Soluções próprias: 
6 2 4 0 
As 
$ 3 6 0 
1 2 
1 ks 3 0 
i -3 -6 0 — L, =L, +L,(9) 
1 2 
1 3 $ o 
0 0 o o 


Examinando a matriz B, verifica-se que: 


Ca= Cv 


Mas: Soluções próprias 
n=3 
3 
isto é: р 
Az 
3 
C«n E 
portanto, o sistema é indeterminado, e seu grau de liberdade é + 


g=n-C=3-1=2 


A matriz В representa o sistema 


NOI 
Ix + ту t 52-70 


Ох + Oy +02 


А 22 equação não estabelece nenhuma condição para x е y; por isso, a solução do sistema 
é dada pela 12 equação: 


Os valores de x são obtidos atribuindo valores arbitrários a y e z. 


8) 3x+ 67=0 
12x + 24y- 0 


3 Е: 
3x* 3у=0 


dat diro 


Solução trivial: 


x=y=2=0 
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>,a solução do sistema. 


ooo 


> LG) 


— L =L: +Li(-12) 


3 
— Ls =Ls +L (2) 


— u. =L. +L 


Examinando a matriz В, verifica-se que. 


Ca= 


Mas: 


isto 6: 
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logo, o sistema é compatível e indeterminado, e seu grau de liberdade é 


g=n-C=2-1 


A matriz B representa o sistema 


1х+2у=0 
0x+0y=0 
0x+0y=0 
0x+0y=0 


As 3 últimas equações não estabelecem nenhuma condição para x e y; por isso a 
solução do sistema é dada pela 1º equação: 


Ixt+2y=0 
ou: 

x=-2y 

Os valores de x são obtidos atribuindo valores arbitrários а y. 
9) x= y=0 


2y + 42=6 


x+ y+4=6 


Esse sistema pode ser escrito assim: 


Ix - ly + 0270 


Ox + 2y + 42=6 


Ix + ly + 4276 


Solução 
1 
A=|0 
1 
h 
0 
0 
1 
0 
0 
1 
в=[0 
0 
Examinando à 
Ca=Cv=C= 
Mas: 
n=3 
isto é: 
C<n 


logo, о sistema é com 


g=n-C=3.. 


e y; por isso а 
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Solução 
1 -1 0 0 
0 2: W 6 
1 1 4 6 
L d 
1 Q^ st 0 
0 4 6 
0 2 4 6 
1 o o 
0 1 2 3 
0 2 4 6 
1 0979 з 
B=|0 1 2 3 
0 0 0 0 


Examinando a matriz B, verifica-se que 
Ca=Cv=C=2 


Mas: 


C<n 


— L=L +Li(-1) 


1 
— LE) 


=>L,=L,+L, 


— LL + La(-2) 


logo, o sistema é compatível e indeterminado, e seu grau de liberdade é 


g=n-C=3-2=1 
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A matriz B representa o sistema 
1х + 0y + 22=3 
Ox + 1y+22=3 
Ох + Oy + 02=0 
A última equação não estabelece nenhuma condição para x e y; рог isso, а solução do 
sistema é dada pelas duas primeiras equações: 
x=3-22 


y=3-22 


Os valores de x e y (que são iguais) são obtidos atribuindo valores arbitrários a 2. 


10) а +2а,=-4 


-3a, + 4a; = -18 


23 - а=7 
Solução 

1 2| -4 

4| -18 — LL *L(3) 
2 7 — LL +Li(-2) 
H 2 -4 

k l 

о 10) -30 — Lg) 
ë ss 15 
1 2 -4 — LEL +L) 
o 1 -3 
0 -5 15 — L=L +Lo(5) 


Examinando a 
Ca=Cv=C=2 


logo, o sistema é com 


A matriz B re 


la+0b=2 
0a+1b 


0a +0b=0 


A última equaç 
sistema é dada pelas d 


Solução 
1 2 

3 4 

2 -1 
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1 0 2 
B=|0 1 -3 
o 0 о 


Examinando а matriz В, verifica-se que: 
Ca=Cy=C=2=n 


logo, o sistema é compatível e determinado. 


A matriz B representa o sistema 


la*0b-2 


0a+ 1b=-3 


0a+0b=0 


A última equação não estabelece nenhuma condição para a e b; por isso, a solução do 
sistema é dada pelas duas primeiras equações: 


Solução 


A=|-3 4 3 — Lo =L, +1, (3) 
NEO -6 — LL +L, (2) 
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1 2 à Solução 
1 
o 10 15 — La) 2 
0 -5 -14 3 4 
2 -1 
1. 4 — L. =L, +La(-2) r 
1 2 
Dri 15 
10 
0 -s| -M| — L =L +L(9) | iei: 
Do nó 1 Loa 
B-|O 1 15 о af 
о o| -65 a 
L ы -5 
Examinando a matriz B, verifica-se que: E 
1 2 
Ca =3 E 
cw=2 
0 0j: 
isto é: L 
G> Cv Se z-2x + Yt 


logo, o sistema é incompatível. 


12) Estabelecer a condição que deve ser satisfeita pelos termos independentes x, y e z раа 


que o sistema 


isto e 


ap t2a =x 
-3a, t 4а =y 


28, - 2 


seja compatível. 


Ca Cv 


е O sistema seria inc 


E 
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Solução 


Lo 2 x 
-3 4 y — L, =L +L(3) 
2.4 z — L, =L th o2) 


H 2 x 
H 

0 10 | y+3x l9) 
0 -5|z-2x 
1 2 x 

yt 
о 1S 
о -5]т:-2х — L= La +La(5) 
1 2 x 

yta 
0 1 10 
у+3х 


Se 2-2x 419 fosse diferente de zero, teríamos: 
с=з 
[EE 
isto e: 
Ca> Cv 


e о sistema seria incompatível, Portanto, para que O sistema seja compatível é necessário que 


у+3х 


2-2х+ 
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ou: 
2z- dx +y+3x=0 
-х+у+2:=0 
x-y-22=0 
x=y+2, 
Observações 


a) Nada impede que as variáveis sejam designadas pelas letras a, b, c etc. e que os termos 
independentes sejam designados por x, y, z etc. 


b) Comparando os sistemas 10, 11 e 12, verificase que todos têm a mesma matriz dos 
coeficientes: 

* 0 19 é compatível; 

* 029 é incompatível; 

* 0 39 estabelece a condição que deve ser satisfeita pelos termos independentes para que 

o sistema seja compatível. 

Essa condição exprime que: 

x=y+22 

Ora, na 18 equação 

x=4 

y =-18 

2=7 
isto é: 

4=-18+2x7 

4=-18+14 

acd 


o que tornou compatível o sistema. 


isto é: 
44342 
493-12 
4+9 


Tendo ет. 
incompatível. 


с) Esses sis 
sobre Espaços Vet 


4) Nos prob 
para que sejam cc 
quer em coeficier 
reduzida à forma 
raciocínio, no dea 


Nos probler 
independentes par 


13) 22b: 
-224+ b: 
-at b: 
Solução 
1 
A=|-2 
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etc. e que os termos 


| à mesma matriz dos 


dependentes para que 


Já na 28 equação: 


isto é: 
4*3*2(-6) 
4*3-12 


443 


Tendo em vista que a condição de compatibilidade não foi satisfeita, o sistema se mostrou 
incompatível. 


с) Esses sistemas, bem como alguns outros que ainda serão resolvidos, constam do Capítulo 
sobre Espaços Vetoriais somente com as respostas, 


d) Nos problemas sobre sistemas, nos quais se solicita que alguma condição seja estabelecida 
para que sejam compatíveis ou admitam solução não-trivial etc., quer nos termos independentes, 
quer em coeficientes das variáveis, embora se inicie transformando a matriz ampliada na matriz 
reduzida à forma de escada, geralmente não é necessário chegar ao final; quase sempre, um simples 
raciocínio, no decorrer da execução do processo, resolve o problema. 


Nos problemas 13 e 14, estabelecer a condição que deve ser satisfeita pelos termos 
independentes para que sejam compatíveis os sistemas: 


Solução 


1 y| —L=L+L(@) 


-1 1 2| —nLh*h 
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1 2 x ou: 
1 
0 5 | у+2х — LG) х= 52-3у 
0 + 2+x 
L 14) 
1 2 x 
y*2x 
0 1 5 
0 3 | 2+x — LL + Lo(-3) 
"Y Solução 
1 2 x pa 
-l 
+2x 
ü 1 — 2 
styri dial PS 
o 0| c+x- 20120 
5 
L 3 
2 
Se 24x 20120 fosse diferente de zero, teríamos: i 
Ca =3 E 
-2 
Су =2 
3 
isto é: P 
1 
Ca» Су 
0 
€ o sistema seria incompatível. Portanto, para que o sistema seja compatível é necessário que. 0 
0 
z+ x 2307129. - 
5 E 
1 
50+ 5х - 3(y+2x)=0 
0 
50+ 5х - 3y - 6x=0 
Зу + 52=0 D cs 
х+ Зу - 52-0 0 1 
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| ou: 
x=52-3y 
1) (-a+3=x 
2a - lb=y 
-2a +1b=2 
3a+ 1b=t 
Solução 
13) x| — nC) 
2 st y 
Ae gar s 
а 05: 
1-3] =x 
2 a| y| >L=L+L(2) 
-2 1 2 | — L; =L +L,@) 
3 1 t — Lo = La +Li(-3) 
1 EI 
1 
о s| yt2x|— Lg) 
que о -5| z-2x 
о 10| tX 
1 -3| -x 
у+2х 
9. «i 5 
0 -5| 2-2x | — L =L, + L(5) 
O 10| t+3 | +— L =L + Lo(-10) 


562 Álgebra linear. 


ou, ainda: 
t eà EI 

у+2х 
0 1 o 


0 о z-2x*y*t2x 
o° o| t+3x-2(y+2x) 
15) Calcular o val 


Se: a+2a 
z-2x+y+2x | 3а. +44 
m-a 
e 
t+3x-2(y+2x) Solução 
r 
fossem diferentes de zero, teríamos: 1 
А =| -3 
Ca=4 
2 
c=2 3 
1 
isto é: 
o n 
Ca> Cv ua 
е o sistema seria incompatível. [1 
Portanto, para que o sistema seja compatível é necessário que: 
0 
2x + + 2x=0 
T 0 
t 3x - 2y - 4x=0 эё 
i Y 
ou 
o Y 
z+y=0 | 
| 0 
t-x-2y-0 | Ë 
| 
a ÁN 
A pis 
£p. 
! 
v 
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ou, ainda: 
z=-y 


x=t-2y 


15) Calcular o valor de k para que seja compatível o sistema: 


a +2а,= 


-3a1 t daa =k 


2a - а= 


Solução 


1 2 -l 
4 k | —L,=L,+L,G) 
2 4 -7 | — L; =L + LE) 


0 -5 -5 

1 2 E 

k-3 

0 1 % 

o -5 -5 | — L =L; + L;(5) 

1 2 -1 

k-3 

0 1 o 

00, o8 

L 
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16) Resolver, em fu 
fosse diferente de zero, teríamos: 


3a, +5а,= 
C=2 а t2a = 
isto é: 
Ca Cv 
4 " a Solução 
° O sistema seria incompatível, Portanto, para que o sistema seja compatível é necessário que: 
B s 
ks 
-10+k - 3-0 i à 
k=10+3 Е 
k=13 [t 
Observação а? 
Esse sistema tem а mesma matriz dos coeficientes do problema 12. Ali foi estabelecido ho 
que para ser compatível, os termos independentes x, y e z do sistema deveriam satisfazer à 
condição: " 
x=y+2z es 
1 2 
Ora, nesse sistema: 
0 1 
H 0 
0 H 


Essa matriz repn 


3-14 


lay +04, = 


Оа; + la; 73 
o que tornou compatível o sistema. 


Matrizes. Determinantes. Sistema de equações líneares 565 


16) Resolver, em função de x e y, o sistema: 
За, + 5а, =x 


a +2 =y 


Solução 


— L, =L +L,(-3) 


E T y 
0 1 x-3y | — LC) 

[r d y ]—uesusuc» 
0 1 


Essa matriz representa o sistema. 
la, +02,= у-2(Зу-х) 


ба, + la, 23y-x 
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uni Se b - 2a fo 
a =у-бу+2х Ca =2 
a =3y-x Cv=1 
ou, ainda: м 
а = 2x - Sy C120 
Же, е o sistema seria in 
Я Portanto, 
Nos problemas 17 e 18, estabelecer a condição que deve ser satisfeita pelos termos indepen- o, ра 
dentes, para que sejam compatíveis os sistemas. МЕНЕ 
ou 
17) bs 9y=a ъ=2а 
6x+18y=b De fato, faze 
3x 9y- 
Solução 
6x+18y= 
r 1 
3 9 a — lG) 
as Resolvendo o 
18 b 
3 
= P 
a 6 
1 3 3 
6 18 b — L,¿=L¿ +L,(-6) | $ 
L | » 
Г n | 
1 3 з { 
| ja 
° oj b-2 | 0 
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Examinando a matriz B, verifica-se que: Solução, 
Ga=Cy=C=1 1 
2 ! 
Mas 
4 
n=2 
1 
isto é: " : 
C<n 0 1 
e o sistema é compatível e indeterminado, e seu grau de liberdade é: As duas últi 
g=n-C=2-1=1 id 
A matriz B representa o sistema ох +5у+ 
ош: 
5yt5z= 
зува 
Оз primeiros 


equivalente ao sistema inicial. valores de x e mes 


A 28 equação não estabelece nenhuma condição para x e y; por isso a solução do sistema é deja compatível, de 


dada pela 13 equação: b - 2а=с- 
b- 2а-с+ 
x=7-3y 
2atb- 


Como se vé, quando b=2a, (42=2 x21), o sistema é compatível e indeterminado. 
19) Determinar o 


18) x-2y- т=з Tes 


2x y+3z=b x-2- 


4x - 3у + z=c 


аз AS. 
, bf 
Y eu 
y 


a solução do sistema é 
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Solução 
do sto Salt] cu 
2 1 3| b — L, =L, *L,C2) 
4 -3 1 c — Ly = Ls t Li(-4) 
1 -1 a 
o 5 5 | b-2 
0 5 5 | с-да 


As duas últimas linhas representam as equações: 


э -2а 


Ox+5y+5z=c- 4a 


ou: 
[Оу 
Sy* S27 c-4a 


Os primeiros membros das duas equações são iguais a Sy + 5z. Ora, Sy + 5z, para mesmos 
valores de x e mesmos valores de y, não pode assumir valores diferentes; logo, para que o sistema 
seja compatível, deve-se ter: 


b-2a=c-4a 
b - 2а-с+4а=0 


2a*b-c-0 


19) Determinar o valor de k para que admita solução não-trivial o sistema 


x= y- 2=0 
x-2-2=0 


2x + ky * 2=0 


Solução 
poco vai o 
А=|1 -2 -2 0 — L, =L, *L,Çl) 
2 k L 0 — Ls = Ls +Li(-2) 
L 4 
£ wd occ o 
ол q 0 — Len 
0 24k 3 o 
пча o 
0 1 1 o 
0. ke) c 9| | —Lb-L*L5C2-M) 
EE NES o 
0 1 1 o 
o о g-k| 0 
Se 1 - k fosse igual a 1, isto é, se k = 0, a matriz ficaria: 
bu Ei be o 
o 1 1 0 
o o 1 o 


е a matriz dos coeficientes das variáveis poderia ser transformada na matriz-unidade, do que 
resultaria: 


Ca=Cy=C=3=n 
е о sistema seria compatível e determinado, isto é, admitiria somente a solução trivial: 


x=y=2=0 


ou: 


Solução 
Fazendo: 
1 
А= |2 
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Portanto, para que o sistema admita solução náo-trivial, é necessário que: 
1-k=0 


isto é: 


Nesse caso, como os elementos da 34 linha seriam todos nulos, a matriz inicial teria, ao 


final 
Ca=Cy=C=2 
e: 
n=3 
ou: 
C<n 


Logo, para k = 1, o sistema é compatível e indeterminado. 


Nos problemas de 20 a 23, resolver os sistemas pelo método matricial. 


x+2y-22=by 
2x Sy - 47b; 


3x Ty - 527b; 


20) Para bi =0, b; =3 e by 77. 


Solução 
Fazendo: 

Kx» x bd | jo 

2 5 4|;x=|y ba |=| 3 

ж то z b| |7) 
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9 sistema pode ser escrito sob a forma matricial: 


AX=B 
e 
X-ACB 
a) Cálculo de A^: 
hes O NE уо 
2. so |с r @ 
s: Up ОК. d 
ii are ea^ reor. “a 
° 1 0|-2 1 о 
0 ud 025/00 т 
ЖИК «3*5 ЖЕ А. 
ое 0|-2 1 о 
б. 9 күл гыл з 
13 Odon A 
Do Og o | -2 i 6 
0 о Y sm єй tá 
- d 
logo: 
3 -4 2 
А | -2 1 0 
Sb wd 1 


— LLL) 
— L =L +L;(-3) 


— L =L *L,G2) 


— Ls =L; + (-1) 


— Ly = +10) 


21) Para b, = 


Solução 


Fazendo: 


o sistema pode s 


AX=B 


X=A!B 
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b) Cálculo das raízes do sistema: 


X=A!B 
$' 4 2 0 2 x 
x =| -2 1 0] [ = з жу 
+ calo c4 7 4 z 
logo: 
21) Para bi =2, bx =5 e bi =7. 
Solução 
Fazendo: 
NET -2 x bi 2 
ES -4|,x=| y|,B=[0,| = |5 
327 sf -5 z ba 7 


о sistema pode ser escrito sob a forma matricial: 


AX=B 


logo: 


5 
7 


-4 


-5 


bi =1, b; 77 e b 76. 


¿X= 


o sistema pode ser escrito sob a forma matricial: 


mas: 
3 
An =|-2 
-1 
e 
3 
E 
logo: 


23) Para b, 7 3, b; 


Solução 
Fazendo: 
i g 
A=|2 5 
$ 


o sistema pode ser esc 


AX=B 


X=A!B 


E 
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mas: 
$ 4 2 
At =|-2 TY 
si^ Epa 
> 
E 3 1 -13 x 
x= 1 olx|7|=| s| - |y 
1 6 -2 z 
logo 
x--13 
y=5 
2-2 


23) Рша bi 23, bz 22 ba 55. 


Solução 
Fazendo: 
i-x 4 x bi 3 
А= |2 s -4[xe|y [¡B=|b,| = |2 
з 7 -5 š b 5 


о sistema pode ser escrito sob a forma matricial: 


AX=B 


X=A!B 
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mas: 
5 + 2 
At =| -2 1 0 
1 оа 1 
e 
3⁄ x 1 
x=|-2 Ж. ДГ 
OMNE А q 
logo: 
x=11 
3554 
2=0 


A.46.1 Problemas Propostos 


Nos problemas de 1 a 23, classificar e resolver os sistemas. 


1) 5х+ Ву=34 


10x + 16у= 50 


3) 2х + Зу - 22=2 
Зх - Sy + 4275 
x - 2y - 722 24 

5) x +2y + 32710 

3x + dy + 62223 


Зх + 2y + 32=10 


2) 


4) 


6) 


4x- y-32=15 
3x - 2y + 52=-7 
2х + Зу + 42=7 
x+ 4y + 62=0 


3 E 
j- 9 - 92=0 


5x - 3y - 727-5 


4x- y- 2=2 


-2x + 4y  Bz- 10 


7) 


°) 


1) 


13) 


15) 


17 


3x - 8y - 
Tx + 3y+ 


-8x - 9y + 


2х - Sy - 
Зх - y- 


-5х + ys 


+ уж 
6x- y- 


m+2+2 


-8x+3y+2 
4x-22=0 


3y +42 


x + dy + 6. 
2x + 3y+ 4 


Зх + 2у + 


x-3y-5 


- x-2y-42 


-2x -4y -Sz 
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7 


9) 


1) 


13) 


15) 


17) 


3x - By - 92-14 
7х + Зу + 22=-12 
-8x - 9y + 62=11 


2х - Sy- 2=-8 
Эх - 2y - 4z= -11 


-Sx o y+ z= 


5х+ y+ 2=7 
6x- y- 2=4 


Tx + 2y + 22714 


-8x+3y+22= 16 
4x-22=0 


3yt4z--32 


x + 4y t 62=11 
2x + 3y + 4z= 9 


Зх + 2у + 22= 7 


х-3у-72=1 
- x-2y-4z=-2 
-2x-4y-52=-1 


8 


10) 


12) 


14) 


16) 


18) 


4x - 3y --18 
2y +S2=-8 
x-2y-32=0 


3x+ 9y+122=24 
4x + 16y + 2627 46 
x+ Ty+l42=20 


бх + 2y + 42=0 


-9x - 3y - 6z=0 


Зх + 2y - 32-18 
2x - Ay + 42=12 


-4x + Зу - Sz=-24 


2x+ 2y+ 42= 
3x+ Sy+ 8z=0 


5x + 25y + 202=0 


10x + 8y - 7271 
Sx + Зу - 82=19 


Tx- 9y +42=-15 
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19) [x-y=0 20) [6x-9y- 52=-35 28) Calcular o vs 
2y+4z=6 2x + Зу + 42=29 
$ 2x+6y= 
x+y+42=6 Sx - 2y - 12=0 
é Tr Ax +ky= 
Nos problem 
-2x + 3y 
21) [ ах + 8y+122=24 2) [7x-2y+42=-15 
x-3y 
x-2=0 9x + 3y - 32=0 
-x+y 
-5x - 8y - 11z = -24 x- 4y- 2=-8 
29) Para by =2, 
30) 
23) [2x+3y+42=53 
3x + Sy -42=2 31) 
4х + Ty -22731 2) 
33) 


Nos problemas de 24 a 27, estabelecer a condição que deve ser satisfeita pelos termos 
independentes para que sejam compatíveis os sistemas. 


24) 


26) 


4x + 12y+82=a 25) 


2x + Sy+32=b 


-4y - 4n 


2x 2y+42=a 27) 
6x+1ly+82=b 


2x4 Ty=c 


2x + dy + 22=a 
3x + By + 52=b 


-3х - 4y - Iz=c 


xty-z=a 
-x+22=b 


ytz=e 


34) 
35) Para b, =-8 


36) Para b, =4, 


37) Para by 


o —N 
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28) Calcular o valor de k para que admita solução não-trivial o seguinte sistema: 


2x+6y=0 
4х+ку=0 


Nos problemas de 29 a 33, resolver os sistemas pelo método matricial. 


-2x + 3y - z7bi 
x- 3y+z=b; 


- x +2y-2=bs 


29) Para b, 72, b; 75 e b = 


30) Para b, = 1, bz = 6 e b; =0. 


31) Para b 72, bz =-8 e b3 =9. 


32) Para b, 7-4, bz 7-3 e b; 2 -2. 


33) Para b, 


, b3=7 eb, 


Nos problemas de 34 a 37, resolver os sistemas pelo método matricial. 
termos 


-2x,- X + 2x =b; 
Зх, tx; 2 2х3 - 2x4 =b; 
-4X1 - X2 + IXa + 3x =b 


3n taxa - ха - 20 = ba 
34) Para bi = 5, b2 =3, bs 712 e ba =10 


35) 


-9 e ba 


36) 


37) 
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A.46.2 Respostas dos Problemas Propostos 


1l. Incompatível, 
2. Compatível e determinado: 


x=3,y=3e2= 


3. Compatível e determinado: 
x=1,y=202=3 
4. — Compatível e indeterminado: 


a) Grau de liberdade: g = 2. 
b) Solução trivial: x= y =z=0. 


с) Soluções próprias: 
x= -4y - 62 
5. Incompatível 


6. Compatível e determinado: 


x=y=2=1 


7. Compatível e determinado: 


yaje 


Compatível e determinado: 


x=0, y=6 e z=-4 


9 Compatível e determinado: 


x=3,y=2ez=4 


10. 


п. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


Incompatível. 
Compatível e d 
х=1,у=7 е 
Compatível e ir 


a) Grau de libe 
b) Solução triv 
c) Soluções pré 


Compatível e à 
x=-4,y=0 e 


Compatível e d 


x=6,y=2=0 


Compatível e in 


3+2 


а) х= 


b) Grau de liber 


Compatível e det 
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10. 


п. 


12. 


13. 


14, 


16 


Incompatível. 


Compatível e determinado: 


x=1,y=7 e 2=-5 
Compatível e indeterminado 


a) Grau de liberdade: в 


b) Solução trivial: x 


e) Soluções próprias: 


-у-2 
3 


Compatível e determinado: 


4, y=0 e 27-8 


Compatível e determinado 


b) Grau de liberdade: g=1. 


Compatível e determinado. O sistema admite somente a solução trivial 


2=0 


382 
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17 


18 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


Compatível e determinado: 
x=2,y=2e2=1 
Compatível e determinado: 


x=1,y=2e2=-1 


Compatível e indeterminado: 


а) х=у=3-22 


b) Grau de liberdade: g = 1. 
Compativel e determinado: 


x=2,y=3e2=4 


Compatível e indeterminado: 


a) x=z 


y=3-2z 


b) Grau de liberdade: g = 1. 


Compatível e determinado: 


‚у= 2е2=-1 
Compatível e determinado: 
x=3,y=502=8 
2a-4b+c=0 


3a-b*c-0 


21 


28. 


36. 


37. 


> 
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36. 


37. 


7, y=-6 e z= 


x=6, y=-l ez=-17 


x=-11, v=-16 e z= -30 


x, =22, x; 725, 34 =7 e x4=37 


xi =12, x; 7-18, x5 = 12 e x, 7-1 


xı =10, x; 2-8, xs 23e x4 78 


xi 7-13, х. 727, xy =-5 e xa 7-4 


